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OVER EVEN TOVERVIERKANTEN , 



DOOR 



P. J. VAN DEN BERG. 



In zyne zoowel voor niet- als voor al- wiskundigen lezens- 
waarde » Wiskundige Verpoozingen", voorkomende in de 
jaargangen 1882 en 1883 van liet tgdschrift » Eigen Haard", 
en meer bepaaldelgk in »IV. De Toovervierkanten" in N®. 
28, blz. 345—348, van 1882, zegt de hoogleeraar Dr. P. 
H. ScHOUTB te Groningen dat voor die vierkanten, waarvan 
het aantal getallen der z^de wel een tweevoud maar geen 
viervoud is, geen eenvoudige algemeene regel is gegeven. 

Dit geeft m^ aanleiding tot de navolgende mededeeling 
omtrent deze soort van tovervierkanten , die ik echter doe 
voorafgaan door eene byzondere oplossing voor de tovervier- 
kanten, waarvan het aantal getallen der z^de wel een vier- 
voud is. 



Men beginne met de getallen 1 tot en met r^ — waarbg 
het voorloopig onverschillig is of n een viervoud dan wel 
slechts een tweevoud, of zelfs geen van beiden en dus een 
oneven getal voorstelt — in volgorde te schreven in een 
vierkant bestaande uit n onder elkander geplaatste r^en, die 
achtervolgens de getallen 1 tot en met n , w -|- 1 tot en 
met 2n, enz., {n — l)n+l tot en met w^ bevatten. Stelt 
men dan in het algemeen het q^^ getal of element van de 
jo^« rg door de notatie p, q voor (waarbij dus hier en overal 

N. A. V, W. DL XVI, X 



verder de tusschengeplaatste punt geen product maar slechts 
de afscheiding van het eerste of rij- en van het tweede of 
kolom-cijfer van het element aanduidt), dan heeft men voor 
de waarde van dit element de eenvoudige formule /?. g' = 
= [p'-l)n-\- q die — van toepassing gedacht ook buiten de 
grenzen l^p^nenl^q^n van het vierkant — onder an- 
deren leert, dat ter berekening der som van een willekeurig 
aantal k soortgelgke termen , al of niet elementen van het 
vierkant, steeds de regel pj. ^i + Pa* 9'2 + • • • • 4~P** 9* = iPi -h 
-{-p2+""+Pk-{k—l)). (?i + 72 + ---- + 9'*) g®l^^- Duidt 
men verder door eene zelfde letter, maar zonder en met ac- 
cent , twee getallen aan , die elkanders complementen zijn ten 
opzichte van de vaste som w + 1 ^ in dier voege, dat steeds bij 

voorbeeld p-]- p =q -j^ q = = ^ -[- i ig^ en dat men dus, 

door, zooals wij in den regel zullen doen, bijtgds de accentletters 
in te voeren , voor de elementen van het vierkant kan volstaan 

met rangcgfers p S. — - — en q ^ — ^r — — dan is elk stelsel 

van vier elementen, die de hoekpunten van een rechthoek . 

vormen hebbende met het voormelde vierkante schema de 

horizontale en de verticale as van symmetrie gemeen, voor 

o. o i o. Q 
te stellen door -■•-■ j— / ■ ; ; en dan heeft men daarin volgens 

p.q\p.q 

den sommatieregel van zoo even zoowel p* q -{- p» q' als p, q + 

4 V' ? g^iijt (P + p - !)• [q + q) = w. (w + 1) = (w- l) w + 

-|- (n -|- 1) = n^ -f- 1 7 ^en bl^ke dat, zooals zich verwachten 
liet, de som van elk paar symmetrisch wederzgds het middel- 
punt van het vierkant — voor oneven n tevens middelst 
element zelf — liggende elementen standvastig en dus ook 
gelyk aan de som w^+l <i®r beide uiterste elementen is: 
reden, waarom wg zoowel het opgemaakte schema als alle 
verdere, die daarmede deze bijzonderheid zullen blijken gemeen 
te hebben, centraaUcomplementair zullen noemen. 

Dit een en ander, dat als nagenoeg van zelf sprekend 
nauwel^ks behoefde herinnerd te worden, in het algemeen 
vooropgesteld zgnde , voeren wg thans meer in het bijzonder de 
onderstelling in, dat n een viervoud, bij voorbeeld w = 4 m is, 
en gaan wiy voor dat geval eene bepaalde vervorming van het 



vierkante schema uÜToeren. W^ brengen namelgk elke r^ 
yan de bovenhelft {p=l tot 2 m) in verband met de ten op- 
zichte der horizontale as symmetrische r^ van de onderhelft 
(p = V tot (2 m)') , en wel zóó, dat wy in de linkerhelft (9 = 1 
tot 2 m) en in de rechterhelft {q^ = 1' tot (2 m)') van dit rgen- 
paar alle elementen hetzy met oneven q of met (oneven q)' 
onveranderd op hunne plaats laten, daarentegen elk paar 
elementen, hebbende hetzg dezelfde even q of dezelfde (even 
q)\ met elkander verwisselen: w^ bedoelen dus zóó, dat elke 
pde en p^^ rg, haar symmetrischen stand ten opzichte van 
de horizontale as behoudende, als volgt komen te staan: 

p.l p\2 p.S p'.ii jp.Om — 1) jp'.(2«) i p'.(2w)' ^.(2« — 1)' p\é' p.S' jp'. 3' p.V 

p'. i p.ï p'.S p.é p'. (ü m — i) p. (3 m) i p. (2 tfiy p'. (2 »i — ij' p. 4' p' 3' p. 9' p'. 1' 

En bovendien , terwgl w^ voor elke oneven p = ltot2m — 1 
en bgbehoorende (oneven pY = 1' tot (2 m — 1/ dit r^enpaar 
aldus aanhouden , slaan wg het voor elke even jt> = 2 tot 2 m 
en bgbehoorende (even p)' = 2' tot (2 m)' ten opzichte van de 
verticale as van symmetrie om , zoodat w^, dit gedaan z^nde, 
alle r^enparen met het oog op de waarden hunner elementen 
beurtelings klimmende en dalende verspringende rijenparen 
zullen kunnen noemen. 

Beginnende big voorkeur met de invulling der eerste en 
der laatste r^ van het geheele schema, latende daarop de in- 
vulling der tweede en der voorlaatste rg volgen, enz., kan 
men ook zonder moeite, zelfs zonder dat het oorspronkelgke 
schema is opgemaakt, het op de omschreven wgze vervormde 
schema rechtstreeks nederschrg ven , hetzg in de aanvanke- 
Igk voor de elementen ingevoerde notatie p. q , hetzg in die 
notatie met gebruikmaking van accenten, hetzy in de waar- 
den zelve der elementen. Ook tot nadere toelichting van het 
vorenstaande laten wg voor n = 4 en n = 8 die vervormde 
schema*s hier volgen , waarbg w^ ons voor n = 8 in de beide 
eerstgenoemde schrijfwijzen kortheidshalve bepalen tot het 
eerste of linker-bovenkwadrant : 

voor n = 4. 

1.1 4.2 i 4.3 1.4 1.1 1'.2 i r.3' 1,1' 1 14 1 15 4 

2.4 3.3 : 3.2 2,1 ^^ 2.1' 2'.2' j 2'.2 2.1 ^^ 8 11 j 10 5 



3.4 2.3 i 2.2 3.1 2.1' 2.2' i 2.2 2'.1 12 7 i 6 9 

4.1 1.2 i 1,3 4,4 1'.1 1.3 1 1.2' l\V 13 2 1 3 16 



voor n = 8. 

1.1 8.3 1.3 8.4! 1.1 1'.2 1.3 VA\ 1 58 3 60 ! 61 6 63 8 

2.8 7.7 2.6 7.5i 2.1' 2'.2' 3.3' 2.4'; 16 55 14 53 i 52 11 50 9 

3.1 6.2 3.3 6.4: 3.1 3.2 3.3 3'.4: 17 42 19 44 i 45 22 47 24 

4.8 5.7 4.6 5.5| ^£ 4.1' 4'.2' 4.3' 4'.4'i ^f'32 39 30 37 i 36 27 34 26 

i * F" 4Ö3Ï 38 '29 [28 '35 '26 33 

41 18 43 20 ; 21 46 23 48 

66 16 54 13 I 12 51 10 49 

57 2 59 4 I 5 62 7 64 

Evenzoo moge in het algemeen, in plaats van voor eene 
willekeurige waarde van n = 4 w het geheele vervormde schema 
volledig uit te schrgven, ook alleen met het hier volgende 
eerste kwadrant daarvan, en wel volgens de tweede schrigf- 
wgze, volstaan worden: 

1.1 1'.2 1.3 1'.4 : I 1.(2»»— 3) l'.(2»i— 2) l.(2w— 1) l'.(2»t) i 

3.1' 2'.2' 3.3' 2'.4' • j 2.(2m-3)' 2'.(2to— 2)' 2.(2»»— 1)' 2'.(2m)' : 

3.1 8' .3 3.S 3'.4 i j 8.(3»»— 3) 3'.(3»i— 3) 3.(3i»— 1) 3'.(3»») 

4.1' 4'.3' 4.3' 4' .4' ! : 4(2m— 3)' 4'.(2m— 2)' 4.(3m— 1)' 4'.(3m)' 

'(2m— 8)!ï""(2w— 3)'".2"'(2J^ 

(Sm— 3).1' (2m— 2)'.3' (3m— 2).8' (2m— 2)'.4'| i (3ot— 2).(2m— 3)' (3»»— 3)'.(2m— 2)' (2w— 2).(2w«l)' (3»t— 2)'.(2ot)': 

(3m— 1).1 (2»»— 1)'.3 (2»»— 1).3 (2w— 1)'.4 : i {2m—l).(2m—3) (3»»— l)'.(2»i— 3) (2ot— l).(2»t— 1) (2w— l)'.(2»t) i 

(2w).1' (3»i)'.2' (3w).3' (2»»)'.4' i j (2w).(2w— 3)' (2i«)'.(2i»— 2)' (2m).(2m— 1)' (3m)'.(2«)': 

daar men toch uit dit kwadrant dadelgk de drie overigen | 

kan afschrgven. Immers — wijl bg de plaats gehad hebbende 
vervorming ieder element, of in het geheel niet, of niet anders 
dan met zjn spiegelbeeld voor de horizontale of voor de ver- 
ticale as of voor beiden, verwisseling heeft ondergaan, en wel 
in dier voege, dat het reeds in het oorspronkel^ke schema 
voor elk stelsel van vier bgeenbehoorende elementen p. y, p, q\ 
p. q en pi . q' in het eerste , tweede , derde en vierde kwadrant 
opgemerkte verband van symmetrie bg die vervorming on- 
aangetast is gebleven — heeft het vervormde schema met het oor- 
spronkeligke de b^zonderheid gemeen, dat men voor ieder 
element , onverschillig in welk kwadrant gelegen , het spiegel- 
beeld ten opzichte van de horizontale as of van de verticale 
as of van beide assen, dat is van het middelpunt, verkr^gt 
door of het eerste rangc^fer öf het tweede rangcgfer of beide 
cgfers van dat element te vervangen door hunne complemen- 
ten; terwigl nog vermelding verdient, dat, ook weder zoowel | 
in het oude als in het nieuwe schema, het spiegelbeeld ten ' 
opzichte van de eerste diagonaal (van links boven naar rechts 
onder) of van de tweede diagonaal (van rechts boven naar 



links onder) komt door ieder der beide cijfers te vervangen 
of door het andere öf door het complement van het andere. 
Uit het voorgaande bl^kt, dat het nieuwe schema centraal- 
complementair gebleven is; maar het heeft boven het oude 
de eigenschap gewonnen een tovervierkant te z^n. Dit volgt 
reeds hieruit: 1®. dat zoowel in de linker- als in de rechter- 
helft van ieder der boven omschreven in het nieuwe schema 
voorkomende klimmende r^enparen ieder element één kleiner 
is dan het volgende element van de andere rg , zoodat, daar 
in ieder dezer helften eener r^ het aantal elementen even is, 
de sommen van elk dezer beide r^en afzonderlek gelgk zgn, 
en alzoo, omdat in die onderling centraal-complementaire 
rgen elke twee overstaande elementen te zamen n^ -f- 1 geven. 

Tl 

ieder bedragen -^(71^+1); terw^l voor ieder dalend rjenpaar 

hetzelfde geldt , behalve dat daar in iedere helft ieder element 
één grooter is dan het volgende van de andere r^; 2^. dat* 
dus, gelet oók op de w^ze van verspringing b^ de verticale 
as, de sommen van elke vier in eene zelfde kolom staande 
elementen van een klimmend en een dalend r^enpaar onder- 
ling gel^k, dus ook gelgk aan l-j van de som dezer vier 

rgen of gelgk aan f — j van de som eener rg zgn; zoodat, 

daar het geheele schema uit m of - zulke stelsels van een 

klimmend en een dalend r^enpaar bestaat , de som van iedere 
kolom van het schema gelgk aan de som zelve van iedere 

rg , dat is weder gelgk - (n^ + 1), is ; S^. dat iedere diago- 

naai, centraal-complementair gebleven zgnde — met behoud 
zelfs, maar in verspringende volgorde, van hare elementen 

Tl 

uit het oude schema — evenzeer - (n} -f" 1) *ö* som geeft. 

Wg wenschen het echter niet bg deze beredeneering te 
laten, maar willen, met het doel om tevens nog andere bg- 
zonderheden van het verkregen schema aan te toonen, inde 
eerste plaats in het licht stellen, dat zich op verschillende 



6 

w^zen groepen , telkens van vier elementen, laten vinden, die 
steeds dezelfde som 2 (n^ + 1) geven. Zoodra namelgk vier 
overigens willekeurige elementen p^.qi^ p^* q^ » Pz- ?3 » Pk' 9\ 
zoodanig samenhangen, dat zoowel p^ + ;>2 4" J^s "I" J^4 ^^^ ?i "f" 
+ ?2 H" 93 "I" ?4 g®^Ö^ 2 (n + 1) is — en dit geval zal zich dus 
slechts voordoen telkens als zig het middelpunt van het schema 
opleveren als gemeenschappelgk zwaartepunt niet van hunne 
standen zelve in het nieuwe schema, maar van de standen, 
die zg aanvankel^k in het oude schema innamen — vindt 
men hunne som p^. q^ +p^. q^ +p^. q^ -{-p^. q^ = {p^ +p^-{- 
+ Ps +P4-3). {q, +q, + q, + q,) = {2n^ 1). (2 n + 2) = 
= (2 n-2) w -f (2 n+2)=2(n^+l). Onder anderen heeft dit dus 
plaats, wanneer zoowel de vier rgcgfers p als de vier kolomc^fers q 
twee paren van complementaire c^fers uitmaken; en hiervan nu 
liggen, ook in het nieuwe schema, verschillende eenvoudige 
voorbeelden voor de hand. Vooreerst , indien de vier elementen 
de hoekpunten vormen van een parallelogram, welks middel- 
punt met dat van het schema samenvalt: dan toch z^n die 
elementen zelve twee aan twee complementair ; dit geval om- 
vat weder zoowel het reeds boven opgemerkte van vier in 
de kwadranten symmetrisch geplaatste elementen, als ook dat 
van twee symmetrische elementenparen hetz^ in eene zelfde 
diagonaal of in de twee diagonalen. Ten tweede, indien de 
vier elementen in eene zelfde r^ twee symmetrische paren 
uitmaken , die door een even aantal zulke paren gescheiden zyn ; 
onder anderen dus ook, als zg twee opvolgende symmetrische 
paren in eene rg vormen. Ten derde (zooals dit hierboven reeds 
bleek) in eene zelfde kolom, als z^ twee symmetrische paren 
zgn, waarvan het eene tot een klimmend , het andere tot een 
dalend rgenpaar behoort; in het b^zonder dus ook, als zy 
aldaar twee opvolgende symmetrische paren zgu. Ten vierde, 
als zg , mits in een zelfde kwadrant , in twee opvolgende 
r^en en tegelijkertijd in twee opvolgende kolommen staan. 
Om van andere minder eenvoudige of minder in het oog 
loopende gevallen niet te spreken. De hier voor vier elemen- 
ten eener zelfde ry of eener zelfde kolom of eener zelfde 
diagonaal bijgebrachte voorbeelden w^zen nu, door zich 
krachtens n = 4m iedere r^ en kolom en diagonaal in der- 



gelgke groepen van vier ingedeeld te denken, in de eerste 
plaats weder uit, dat het verkregen schema , overal zoowel in 
horizontalen als in verticalen als in diagonalen zin dezelfde 

Tl 

som -^ (n^ -[- 1) opleverende , werkelgk een tovervierkant is. 

Maar zg doen meer. Volgens blz. 347 — 848 van het in 
den aanhef dezes aangehaalde opstel van den Heer Schotjte 
zgn door LAQUiiRB dubbel-tovervierkanten genoemd de zoo- 
danige, die de eigenschap bezitten van na wegname van elke 
omlgsting telkens voor iedere rg , iedere kolom en iedere 
diagonaal eene zelfde som te geven , en komt deze eigenschap 
alleen by oneven tovervierkanten voor. Tot deze byzondere 
soort kan dus het door ons besproken even vierkant nietbe- 
hooren : zelfs vertoont het de genoemde eigenschap niet, indien 
men bg voorbeeld alleen de buitenste Igst ter breedte van één 
element zou wegnemen, daar toch in die ly st elke twee horizontaal 
of verticaal overstaande elementen telkens eene andere som 
hebben. Maar wel verdient het opmerking — en juist ook 
dit is een onmiddellijk uitvloeisel van de aangetoonde moge- 
l^kheid om iedere r^ en iedere kolom en iedere diagonaal 
van het gevonden tovervierkant te verdeelen in symmetrische 
groepen van vier elementen, die telkens dezelfde som 2 (n^ + 1) 
opleveren — dat, als men een rand wegneemt ter breedte 
van twee elementen en deze zelfde bewerking achtervolgens 
op het telkens overblijvende vierkant herhaalt, dit overblij- 
vende telkens de omschreven eigenschap bezit, in dier voege 
dat , als r zulke randen en dus in iedere richting 4r elemen- 
ten van het tovervierkant zelf zgn afgebroken, de overge- 

Ti 

bleven kern in iedere richting tot som geeft ^ (^^ "t" 1) — 

— 2 r (n^ + 1) = 2 (m — r) (n^ 4" !)• Het bedoelde tovervierkant, 
in dezen zin de wegname niet van randen van oneven, maar 
alleen van even breedte toelatende, moge in aansluiting aan 
het gezegde door de — zij het misschien eenigzins oneigen- 
Igke — benaming half-dubbel-tovervierkant worden aan- 
geduid: eene benaming, die w^ te eerder wagen, omdat zg 
geleken tred houdt met eene andere, waardoor w^, weder op 
het voetspoor van de Fransche schrflvers en van Dr. Schoütb 
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op blz. 346, hétzelfde vierkant zullen onderscheiden, na- 
melgk die van half^duiveUch tovervierkanU 

Als duiveUch tovervierkant toch is aldaar $;^ekenmerkt 
ieder tovervierkant, dat , indien men eenige bovenr^en in hare 
volgorde onderaan of eenige kolommen in hare volgorde 
achteraan plaatst, de eigenschap der standvastige sommen 
behoudt, niet alleen, zooals steeds, in horizontale en in verti- 
cale, maar bovendien in diagonale richting. Ook deze eigen- 
schap nu bezit ons tovervierkant om zoo te zeggen weder 
slechts ten halve, en wel telkenmale als het aantal verplaatste 
r^en of kolommen niet oneven maar even is. Om dit aan te 
toonen beginnen w^ met ieder kwadrant van dit vierkant 
te verdeelen in m^ vierkanten, bestaande elk uit vier aaneen- 
sluitende elementen — en dus, zooals reeds boven bleek, elk 
tot som van deze vier elementen gevende 2 («^ -(- 1) — en 
brengen wy in elk paar tegenoverstaande kwadranten elke 
twee gel^kstandige van deze vierkanten met elkander in ver- 
band: wg bedoelen hiermede, dat in het eerste en het vierde 
kwadrant elke twee vierkanten , waarvoor de vier verbindings- 
Ignen van de overeenkomstige elementen gelyk en evenwgdig 
aan de halve eerste diagonaal van het tovervierkant zgn, 
als op elkander gelegd gedacht worden, en eveneens in het 
tweede en het derde kwadrant ten aanzien van verbindings- 
l^nen, die gel^k en evenwydig aan de halve tweede diagonaal 
zgn. Zoodoende, en toepassende telkens den sommatieregel 
voor twee elementen, verkrggt men door byeen voeging van 
elk overeenkomstig paar elementen in het q^^ vierkant der 
jpde ry yan vierkanten van het eerste met het daarmede ge- 
l^kstandige {p , qY vierkant van het vierde kwadrant — gelet 
dat laatstgenoemd vierkant zich als centraal-complementair 
van het (m — />+!, w — 3^+1)6 van het eerste kwadrant 
laat opschreven — de uitkomst, die w^ als volgt schematisch 
voorstellen : 



(2p). (iL-g-l)' (2p)'.(i'g)' I r |(2m-2p+l)(2m— x-g+2)' {2m-2p-\-iy. (;>m— 2g+l)1 



= \P&\i 'ZliZX$ en die dus bl^kt weder geheel onaf- 

hankelgk van de rangcgfers p en 9 te z^n; terw]gl men, op 
gelgke w^ze te werk gaande in het tweede en derde kwa- 



drant , als standrastige som van elk paar gelijkstandige vier- 

kanten aldaar vindt het vierkant |jg:j:£1:l') Si'SIJI ' d»* ^^e* 
anders is dan het spiegelbeeld van het voorgaande ten op- 
zichte van diens middelpunt. (Door op elkander legging weder 
van deze beide vierkanten zouden dus nog, als som van een 
willekeurig paar gelijkstandige vierkanten in het eerste en 
het vierde kwadrant met een dergelyk willekeurig paar in 
het tweede en het derde kwadrant, komen vier gelijke elemen- 
ten, ieder ten bedrage van (2 m). f 2 w -j- 1) + (6 m). (6 m -f- 1) = 
= (6m). (2m+l) + (2m). (6m+l) = (8m-l).(8m + 2) = 
==(2n — 2)n + (2w + 2) = 2(n^+ 1), dat is weder het 
boven ook voor verschillende andere verbindingen van vier 
elementen gevonden bedrag.) Door middel van de hier uit- 
gevoerde bgeenvoeging van gelgkstandige vierkanten in het 
eerste en vierde, of ook in het tweede en derde kwadrant, 
laat zich nu vr^ gemakkel^k de som der elementen opmaken, 
die bg voorbeeld bg achteraanplaatsing van eenige kolommen 
komen te liggen in eene diagonaal van het nieuwe vierkant 
(onderaanplaatsing van even zoovele ryen, als er kolommen zgn 
blijven staan, zou blykbaar dezelfde uitkomst geven.) Ver- 
plaatst men vooreerst de 2 g eerste kolommen , dan valt de 
eerste diagonaal van dit nieuwe vierkant, naarmate g ^ m is, 
langs de eerste diagonalen van m — g' of van q — m gelgk- 
standige viertallen elementen van het oorspronkelyke eerste 
en vierde kwadrant en langs de eerste diagonalen van q of 
van 2 m — q gelgkstandige viertallen van het tweede en derde 
kwadrant; en geeft dus in ieder geval als som van alle 4m 

elementen, die zg doorsngdt, « (~ \\ t (^ ^)' (2 m -f- 1) + 

+ (6m).(6m+l)j +j(2^^^)} K6^).(6m+1) + 

+ (2w).(2m+l)j=m j(8m-l).(8m+2)i, dat is, zooals trou- 
wens wel te voorzien was, m-maal de zoo even opgemaakte 
som, of ookm t(8m — 2)n + (8 m + 2)j =2m t4m(n+l) — 
— (w — 1)( , welke som niet alleen als onafhankelgk van q, 
en dus als standvastig by verplaatsing van een willekeurig 
even aantal kolommen, de benaming van >half-duiveIschtover- 
vierkant" moge rechtvaardigen, maar wegens 4m=:n ook 
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fl 

naar beliooren onder den beknopter vorm -^ (n^ + 1) kan ge- 
schreven worden, al houden wg voorloopig met het oog op 
het later volgende den evengevonden vorm aan. Maar ook 
bij achteraanplaatsing van een oneven aantal kolommen, al 
wordt nu voor de eerste diagonaal de som der elementen 
eene andere, heeft men ten minste deze b^zonderheid, dat al 
die sommen onderling gel^k z^n, zoolang althans de ver- 
plaatste groep kolommen uitsluitend tot de linkerhelft van 
het tovervierkant behoort; en ook onderling gelyk voor al 
die gevallen, waarin de verplaatste groep kolommen, boven en 
behalve de geheele linkerhelft, ook nog een gedeelte van de 
rechterhelft beslaat. Want stelt men de 2q — 1 eerste ko- 
lommen achteraan, dan sngdt, zoolang q ^m is, de eerste 

diagonaal van het nieuwe vierkant in het oorspronkelgke 
eerste kwadrant m — q-\i en in het tweede kwadrant y, 
dus te samen m-\- 1 elementen die met hunne gel^kstandige 
in het vierde of het derde kwadrant telkens (6 m). (2 m -f- 1) 
tot som geven , — en bovendien in het eerste kwadrant m — q 
en in het tweede kwadrant q — 1 , dus te samen m — 1 
elementen, die evenzoo met hunne gelijkstandige telkens 
(2 m) . (6 m -|- 1) tot som hebben ; waaruit volgt, dat alle alsdan 
doorsneden 4m elementen eene gezamenlgke som (m+l)X 
Xt(6»»)-(2»w+l)t+(m-l)t(2m).(6m+l)t=m)(6m).(2w+l)4- 
+ (2 m). (6 m + l)t + j(6 m). (2 m -f l)-(2 w). (6 w+ !)( = 
= m 1(8 m- 1). (8 m + 2)t + (4 m + 1). (-4 w) = m |(8m~ 
-.2)n + (8m + 2)j+4m(n~l) = 2mi4m(n+l) + {n-l)j 
opleveren. Is daarentegen bg weder 2 q — 1 achteraangestelde 
kolommen ^ > m , dan liggen op de nieuwe eerste diagonaal 
in het oorspronkelyke eerste kwadrant q — m en in het 
tweede kwadrant 2 m — q-\-\ ^ te samen dus m-\-\ elemen- 
ten, die met hunne gelgkstandige thans telkens (2 m). (6m-f- 1) 
geven ,— alsmede in het eerste kwadrant q—m — l en in het 
tweede kwadrant 2 m — y , te samen dus m — 1 elemen- 
ten, gevende evenzoo met hunne gelykstandige telkens 
(6m) . (2 m-f- 1); zoodat thans als gezamenlijke som komt 
(m+1) 1(2 m) .(67w + l)j -f (m — 1) 1(6 m).(2m+l)t = 
=m|(2 wi).(6 m+ 1) +(6 m). (2 m + l)t - 1(6 w).(2m+ 1)- 
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■--(2m).(6m+l)(=mt(8m--l).(8m+2)t-(4m+l).(--4m)=== 

= m t(8m — 2)n + (8m + 2)1 — 4m(w — l)=2m X 
X t4m(w + l) — 3(w— l)j. In één woord : ons tovervierkant is 
zoodanig, dat, als men eenige kolommen in hare volgorde 
achteraan plaatst, de eerste diagonaal nooit anders dan een 
van de drie volgende, van y onaf hankel^ke, sommen oplevert: 
namelyk , uitgedrukt weder in n = 4 m , voor 2 q kolommen , 

Tl ^ ft 

- (n^ + 1) ; voor 2 j — 1 [? =^] kolommen, - (n^-|- 2 w— 1); 

71 

voor 2 q — 1 [7 > w] kolommen , ^ (w^ — 2 n-\- S); welke 

beide laatste, te samen n{n^-^\) bedragende, sommen men 
bovendien uit elkander ht^d kunnen afleiden, daar men zich 
gemakkelgk vergewist, dat, bij verplaatsing van 2 q — 1 en 
van n — {2 q — 1) kolommen, de eerste diagonalen elkanders 
centraal-complementairen in het tovervierkant zelf zijn. 

Aan de reeds boven beschouwde binnenvierkanten of ker- 
nen, die bij wegname telkens van een rand ter breedte van 
een willekeurig even aantal 2 r elementen overblijven — al 
vormen deze besnoeide vierkanten geene tovervierkanten in 
den gewonen zin, in zooverre zg niet uitsluitend met op 
elkander volgende getallen als elementen gevuld zyn — komen 
geheel overeenkomstige eigenschappen toe. Om dit te doen 
zien merken w^ in de eerste plaats op, dat , niet zoozeer wat 
de waarden der elementen, maar wat hunne notatiën door 
rangcgfers betreft , een eenvoudig verband tusschen zoodanige 
kern en het even groote tovervierkant van (4(m — r))^ elemen- 
ten bestaat; (een verband waarvan men zich trouwens ook 
gemakkelyk rekenschap geeft door zich het samenstel van 
verplaatsingen te herinneren, dat het tovervierkant van 
{n=4my elementen deed te voorsch^n komen uit het oorspron- 
kelgke vierkant der getallen 1 tot n^ in de natuurl^ke volg- 
orde, en uit welke verplaatsingen tevens blgkt, dat geheel 
op diezelfde wgze de thans bedoelde kern van dat tovervier- 
kant werd afgeleid uitsluitend uib de even groote kern van 
dit oorspronkelijke vierkant). Verdeelt men namelijk het geheele 
tovervierkant en dus , wgl de rand eene even breedte heeft , 
ook de kern weder in de boven onderzochte vierkanten van 
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vier aaneensluitende elementen, dan is in het eerste kwa- 
drant het {p , qY vierkant van de kern geen ander dan het 
{p-\-r, q-}- ry van het tovervierkant zelf en dus , vervangende 
p en q van de toen gebezigde schrgf wiyze door p-\-r enq -\- r^ 

voor tp stpllftn «Innr |(^(i' + »-)-l).(;i(ff + r)-l) (Ji(p -|-r)- l)'.(;i(g + r)) 

voor w SDeiien aoor [ (2 (j? + »•)) • (2 (g + r) — i)' (2 (p + r)y. (2 (g + r))' 



Duidt men verder weder door eene zelfde letter, maar ter 
onderscheiding van vroeger thans zonder accent en met twee 
accenten , twee ten opzichte , thans niet van w-|-l==4w+l, 
maar van 4 (m — ?*) + 1 complementaire getallen aan -— in dier 
voege dat , terw^l tot nog toe jo + p = y -j- g' = .... = 4 w + 
+ 1 was , thans p -|- ^ === g + g" = ,... = 4 (w — r)-{-lzal 
z^n ~ dan is deze nieuwe notatie dus zoodanig gekozen, dat, 
in overeenstemming met wat in het tovervierkant van (4 m)^ 
elementen gold , thans ook in dat van (4 (m — r)y elementen 
elk stelsel van vier symmetrische elementen wordt voorge- 
steld door ^,/^ i^../..^.. En tevens kan men dan in voren- 

staand (p , y)e viertal van de kern gel^ktgdig met 2 (p + ^) = 
= 2p-^2r ook schreven (2 {p + r))' = (4 m + 1) — 2 (p -f- 
+ r) = (4(m--r)+l- 2p)-}-2r' = (2pf +2r, en even- 
zoo voor de vormen in 2p — I, 2 q en 2 q — 1 in plaats 
van in 2j[>, zoodat dan dadel^k uit den sommatieregel voor 
twee willekeurige elementen van een zelfde tovervierkant volgt, 
dat evengenoemd viertal ook te beschouwen is als de som van 

dP' twPP VlPriallPTi |(^i'-l)-(2?-l) {2p-'ir.i-2q) I ^„ (2r4-l).(2r) (;.'r+l).(2r)| 

ae xwee vienaiien | (zpunq—iy (2p)".(2q)"\ ©n |(2r+i).(2f) (2r+i).(gr)p 



waarvan het eerste vier elementen bevat, die, wat rangcyfers 
betreft, geheel dezelfde zgn als die van het (p , qY viertal van 
het tovervierkant van (4 (m — r))^ elementen , maar wier, 
volgens de oorspronkel^ke formule p*q=^{p — \)n-\-q = 
= {p — l)4m + 5' te berekenen, waarden toch wel onder- 
scheiden moeten worden van de waarden, die de elementen 
zelve van dit laatste tovervierkant volgens de formule p . ? == 
= (p — 1) 4 (m — ^) + y werkelgk zouden hebben ; terwgl 
het tweede viertal uit onderling geliike elementen (2r +1). 2r = 
= 2 r (n -j- 1) bestaat. Het geheele eerste kwadrant van de 
kern beschouwende als opgebouwd uit de omschreven vier- 
tallen, ziet men uit het vorenstaande, dat ieder element van 
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dit kwadrant, en dan — krachtens het vroeger en thans aan- 
gevoerde omtrent oude en nieuwe complementaire rangc^fers 
voor symmetrische elementen — ook ieder element van de ge- 
heele kern, gel^k is aan hetgeen men verkr^gt door uit de 
rangcyfers van het in het tovervierkant van (4 (m — r))^ elemen- 
ten daarmede gel:gkstandige element de waarde te berekenen 
alsof dit element tot het tovervierkant van n^ elementen be- 
hoorde, en door deze waarde te vermeerderen met de standvastige 
waarde 2r(w+l). En dit zoo zgnde, bl^kt verder — als 
men den gang der voor de eerste diagonaal van het tover- 
vierkant van (w = 4 mf elementen na verplaatsing van de 
2 j of van de 2 j — 1 eerste kolommen uitgevoerde somma- 
tiën overziet — dat men, om voor de eerste diagonaal van 
de thans beschouwde kern het overeenkomstige te verkrijgen , 
mag volstaan , behoudens bg voeging telkens van evengenoemde 
standvastige waarde voor ieder der 4 (iw — r) doorsneden elemen- 
ten , met in de uitkomsten dier sommatiën — wel te verstaan 
zooals zy gevonden werden alvorens daarin 4 m = n werd 
gesubstitueerd — , n onveranderd te laten, maar m te vervangen 
door m — r. Van daar dat men gerechtigd is , naarmate 
weder, maar nu in de kern in plaats van in het oorspron- 
kel^ke tovervierkant zelf, de 2q of de 2q — 1 [y^m — r] 
of de 2 3' — 1 [y > m — /•] eerste kolommen achteraan ge- 
plaatst worden, als som der op de eerste diagonaal liggende 
elementen der kern dadel^k neer te schreven 

f - («-1)] 

4(»i— r)(n+l)+W+ (n— 1) 

[of- 3 (n - 1)) 

i - («-1)1 
Xt2r(n-l-l)t=2(m-r)j4«»(n+l) + {of+ (n— 1) 

lof— 3(n — 1) 

^ + 1 

=2(m — r)]of n^ -j- 2 n — 1 .: eene som dus, die niet alleen in ieder 
[ofn^— 2n+3 

dezer drie gevallen als vroeger geheel onafhankelijk blgkt van q , 

maar bovendien in het eerste geval naar behooren geligk is 

aan hetgeen alsdan voor g' = O , dat is voor de kern zelve 

zonder kolomverplaatsing, reeds boven zoowel in horizontale 

als in verticale als in diagonale richting gevonden werd. 



2{m — r) 



+ 4(w-r)X 



1* 

In al het yorenstaande , zoowel Toor het toyervierkant als 
yoor de kern , hebben w^ na verplaatsing van kolommen be- 
paaldelijk de eerste diagonaal beschouwd. W^ herhalen de 
berekeningen niet voor de tweede diagonaal , maar vermelden 
alleen de uitkomst, dat namel^k, naarmate in de kern de 
2 j of de 2 j — 1 [y ^ m — r] of de 2 q — 1 [5^ > w — r] 
laatste kolommen vooraan geplaatst worden, als som der 
in de tweede diagonaal liggende elementen gevonden • wordt 



2(m~r). 



4m(« + l) + <of+ (n+3)fl==2(m--rKof«^+2n+8f, 

(of ~ (3 w+ 1)J J [of n^ - 2n - 1) 

en dat dus voor het tovervierkant zelf of r = O deze zelfde 
sommen, behoudens vervanging van den factor 2 (m—r) door 

2 m = -^, gelden. Over het geheel verdient het opmerking, dat 

alle ten opzichte zoowel van de r^en als van de kolommen 
als van de eene of de andere diagonaal verkregen sommen 
bii tovervierkant en bg kern zich als hunne afmetingen m 
en fw — r verhouden. 

Vatten wg al het gevondene in hoofdzaak samen, dan 
kunnen wij zeggen : Niet alleen het beschouwde tovervierkant 
zelf 9 maar ook alle vierkanten, die daarvan bg wegname van 
een rand van even breedte overbleven, zgn centraal-comple- 
mentair, half-dubbel en half-duivelsch. 

Ten slotte maken wg nog opmerkzaam op eene bgzonder- 
heid, niet zoozeer van het tovervierkant en van de kern in 
hun geheel, maar van hunne kwadranten en weder van de 
kernen van deze kwadranten ieder op zichzelf beschouwd. Van 
twee rijen bg voorbeeld, die in het in den aanvang voluit neer- 
geschreven eerste kwadrant zelf van het tovervierkant een sym- 
metrischen stand hebben , en waarvoor dus de som der beide 
rgcrjfers 2 m + 1 is , heeft de eene alzoo steeds een oneven , 
de andere een even rgcgfer. Het dergelgke geldt voor elke 
twee in dit kwadrant zelf symmetrische kolommen. Hierop 
lettende bevindt men gemakkelgk, dat elk stelsel van vier in 
dit kwadrant zelf symmetrisch liggende elementen steeds is 

voor te stellen door ^^+ .^^.^^ ^ 1 ) |(2 p + 1 )^ g«» -2^ , 



men , dan verkrijgt men _ g ^2 i j 
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daargelaten namel^k — hetgeen trouwens buiten invloed blgfk 
op de ten deze te vinden uitkomst — of hunne beide rgen en 
hunne beide kolommen nu juist in déze volgorde , dat is met 
de beide oneven rangcijfers 2p-\-l en 2 q -{- l (ieder als 
kleiner dan het overeenkomstige van de beide evene 2m — 2/? 
en 2 m — 2 q) voorop , dan wel in eene andere volgorde voor- 
komen. Neemt men nu in dit stelsel de beide verticale som- 

= 24 f»^ + 1 ' 
en neemt men de beide horizontale sommen, dan komt 

(4 w). (2 m + 1) = 16 m^— 2 t/t + 1 ,, , ., 

vi { h ,-• i •• ïi5 -.^•.^..-.. -v.. •.. ; alles weder onafhan- 

(4 w) . (6 w + 1) = 16 w^ + 2 w + 1 ' 

kelyk van p en q; (terw^l tevens nog als som van alle vier 
elementen van het beschouwde symmetrische stelsel gevonden 
wordt 32 w^ + 2 , dat is weder de vroeger zoo herhaaldel^k 
ook voor andere verbindingen van vier elementen aange- 
troffen som 2(n^+l)). Waaruit dus volgt, dat, als men de 
overeenkomstige elementen van elke twee in het eerste kwa- 
drant symmetrische ryen twee aan twee bijeenvoegt, de 
som steeds bestaat uit m termen 8 m^ -|- 1 en m termen 
24m^4~l9 dÏ6 elkander afwisselen; en dat, als men in dat 
kwadrant eveuzoo handelt met elke twee symmetrische kolom- 
men , de som steeds bestaat uit m termen \6 m^ — 2 m -\- 1 
en m termen 16 m^ + 2 /» + ^ » ^ï® elkander afwisselen. Zon- 
der bezwaar kan men nu deze b^zonderheid van het eerste 
kwadrant uitstrekken, niet alleen, als men zich het vroeger 
gezegde omtrent het verband tusschen vier in het tovervier- 
kant zelf symmetrische elementen herinnert, op ieder der 
drie andere kwadranten, maar ook op de kernen, die telkens 
overblijven als men in ieder kwadrant op zich zelf een rand 
van willekeurige breedte wegneemt. En men komt dan tot 
het tweeledige besluit dat, zoowel in de vier kwadranten 
zelve als in de vier kernen, die daarvan bg wegname van 
een rand van even breedte o ver big ven , de som van elke twee 
symmetrische rijen bestaat uit de beide standvastige getallen 
bg afwisseling, zooals zg hier voor deze vier verschillende geval- 

, ^ 8w^+l,24m^+ll24m^+l,8m^4-l 
len worden aangewezen: ^. ' ..-.^. x-^- • j^ j-r- •••--"" a- ••••, 

® 24m*i-l,8m^+l|8ifi^+l,24w^+l 
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en evenzoo de som van elke twee symmetrische kolommen als 

i_^ 16m^q:2m + l i 16w2±2m+l ,^ . 

TOlgt: ^^ j-^-i^ : . j dat daarentegen 

® 16m^±2m+ 1 j 16 w^q=2m+ 1 ' ° 

in de vier kernen , die bg wegname van een rand van oneven 
breedte van ieder kwadrant op zich zelf overblgven, de in 
dezelfde beteekenis juist tegengesteld geordende sommen 

24m2+l , Sm^+l :8w^+1 , 24m2+l 1 6m^±2m+l j 1 6m^q:2w+l 
8mM-l,24mH-M24m^+l,8w^+l 16w^2w+l|16w2±2m+l 

komen. Dit een en ander geldt alzoo, als men eerst de ver- 
deeling van het tovervierkant in zgne vier kwadranten aan- 
brengt, en vervolgens uit deze kwadranten als het ware kernen 
uitsnigdt. Vormt men daarentegen, in omgekeerde volgorde, 
in de eerste plaats als vroeger, door wegname van een even 
rand breed 2 r elementen, eene kern van het tovervierkant 
zelf eu verdeelt men eerst daarna deze kern in hare vier 
kwadranten , dan is de uitkomst wel even regelmatig, maar 
wat de getallenwaarden betreft eenigzins anders. Immers 
door, even als vroeger behoudens weder b:gvoeging van de 
standvastige waarde 2 r (n -|- 1) voor ieder element, in de even- 
gevonden sommen in haar aanvankel^ken of nog onuitge- 
werkten vorm m te vervangen door m — r , maar voor hare 
uitrekening n onveranderd te big ven gebruiken, viudt men 
bg voorbeeld, dat in het eerste kwadrant van de thans bedoelde, 
(4 (m — r))^ elementen bevattende , kern de som van elke 
twee symmetrische rijen weder uitsluitend twee zelfde elkander 

afwisselende termen vertoont , namelük < « ^ , M • 

' -^ ( of 6 (w — r) j 

t4(m-.)+l|+2 12.(n+l)t={,fj^J:i;>:}j:j + 

+ |4(m-r) + l|+4r(«+l) = 8m {of3*ltr} + l' 

en de som van elke twee symmetrische kolommen evenzoo 
niet anders dan twee afwisselende termen , namelijk j4(m — r)). 



{ 



2 (w — r) + 1 
of 6 (m — ^) + 1 . 



+ 4 r (w + 1) == 16 w^T 2(wt-r)+ 1. 
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Als boven gelden deze waarden tevens weder, ketzg in de-* 
zelfde, hetz^ in omgekeerde volgorde, voor iedere kern van 
het besproken eerste kwadrant der kern van het tovervier- 
kant, al naarmate deze nieuwe kern door een even of door 
een oneven rand uit dit kwadrant gesneden is; terwigl voor 
het vierde kwadrant in allen deele letterlgk hetzelfde als voor 
het eerste geldig is; voor het tweede en het derde kwadrant 
evenzeer, behoudens de even bedoelde omkeering der volgorde. 
Maar diezelfde waarden, ofschoon natuurlek voor r = we- 
der teruggevende de meer b^zondere , waaruit z^ werden afge- 
leid, deelen daarentegen niet in hetgeen boven, vóór de afzon- 
derl^ke beschouwing der kwadranten, werd opgemerkt omtrent 
de verhouding tot deze byzondere in reden van m — r tot m. 
Al het tot nog toe besprokene heefb als het ware recht- 
streeks betrekking op het type van tovervierkant zooals dit 
voor het geval van (w = 4 m)^ elementen van den aanvang af 
werd gevonden. Maar bovendien zijn uit dit type nog ge- 
makkel^k voor dezelfde elementen eene menigte andere tover- 
vierkanten af te leiden. In het gevonden tovervierkant toch 
mag men de rgen allen of gedeeltelgk in geheel willekeurige 
volgorde verplaatsen, mits men slechts aan deze ééne voor- 
waarde blgve voldoen , dat de beide rijen van elk ten opzichte 
der horizontale as symmetrisch rijenpaar , hetzg men ze boven 
en onder late, hetzij men ze naar onder en naar boven doe 
verspringen , een symmetrischen stand wederzgds deze as be- 
houden. Hetzelfde geldt voor de kolommen in verband met 
de verticale as. Ook voor rgen en kolommen tegelykertgd. 
Alle door dergelgke omzettingen van het gevonden type ont- 
staande vierkanten zgn niet alleen to ver vierkanten , maar 
blgven ook centraal-complementair; half-dubbel en half-dui- 
velsch big ven zg daarentegen slechts in bepaalde gevallen. 



Wg komen thans tot de tovervierkanten van (n = 4 w -f- 2)^ 
elementen. Eene centraal-complementaire oplossing, die wg 
in het geval van n^4m vonden, is hier niet mogelgk. Immers 
bg iedere dergelgke oplossing is bij voorbeeld de onderhelft 
van eenige kolom term voor term complementair van de 

N. A. V. W. DL XVI. 2 
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boTenhelft der symmetrische kolom , en heeft das mot deze 
bovenhelft tot som — (n^ -|- 1) , eyenals met hare eigen bo- 

yenhelft, daar z^ toch met deze laatste (—) der som van alle 

elementen 1 tot n^ moet opleveren; bggevolg moeten dan 
de bovenhelfben van elke twee symmetrische kolommen ge- 
lijke sommen hebben, en de bovenhelft van het geheele to- 

vervierkant , die in — = 2 w + 1 paren van zulke boven- 

helften is te verdeelen, eene even som: maar juist dit is 
onmogel^k, want die bovenhelft van het geheele tovervier- 
kant moet ook bestaan uit een oneven aantal 2 m-^-l r^en, 
hebbende ieder tot som het product der beide oneven factoren 

^ 2 11 

^ en n* + !• 

Wél kunnen wg echter voor n = 4 m + 2 verkriigen wat 
wij zullen noemen een axiaal-complementair tovervierkant , 
waaronder w^ namelyk een zoodanig verstaan alwaar de som 
van elke twee symmetrisch wederzijds eene der beide assen, 
bg voorbeeld de verticale , geplaatste elementen standvastig en 
dan noodwendig gelijk n^ -\-\ is , wgl anders de gezamenl^ke 



n" 



som van al deze — symmetrische paren niet met die van 

het geheele tovervierkant zou overeenstemmen. Om dittover- 
vierkant samen te stellen, gaan w^ weder uit van het in 
den aanhef omschrevea vierkant der getallen 1 tot w^ in de 
natuurlgke volgorde, en houden wg de aldaar ingevoerde 
notatiën en dusjook de betrekkingen p . qz={p — l)n-4-^, 

p + p=9 + y= ==n + l en p * q +p > q =p .q' + 

J^p\q=zn^ -\-\ onveranderd aan. Wg beschouwen weder 
elke — met uitzondering thans van de laatste — rij van de 
bovenhelft (dus p = 1 tot 2 w) van dit oorspronkelgke vier- 
kant in verband met de ten opzichte der horizontale as sym- 
metrische rg van de onderhelft ( p' = V tot (2w)'), en brengen 
ook nu — evenwel niet, zooals boven in het geval van 
n = 4 m , onderscheidenlgk voor linker- en voor rechterhelft, 
maar thans over de volle lengte op dezelfde doorgaande wgze — 
eene verspringing van deze beide rgen aan, in dier voege 
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dat al hare elementen ran oneven rangorde op hunne plaats 
bligyen, maar al hare elementen van gel^ke even rangorde 
twee aan twee verwisselen. Zoodoende gaan elke p^^ en p^^ 
r^ , met behoud van haar sjmmetrischen stand wederz^ds de 
horizontale as, over in: 

p.lp'.S p.Sp'.é p\(2m)p.{2m'\-l) : p' .(3» + 1)' ƒ». (3«)' p.4' p\Z' p.r pW 

_„..„...„..^...„...^...^..-...^ 

en worden tegelgkertgd , daar z^ nu ieder uit wederz^ds de 
verticale as symmetrische elementenparen bestaan , waarvan 
zoowel de eerste als de tweede rangcgfers elkanders comple- 
menten t€n opzichte van n+1 of4f»+3 zgn, ieder voor 
zich axiaal-complementair. En dit karakter — zoomede, als on- 
middellgk gevolg daarvan, de eigenschap, dat in ieder dezer 

tl 
rgen de som der elementen bedraagt -^(n}-\- 1) — verliezen 

z:g blgkbaar niet, wanneer wig zoo aanstonds eenige van derge- 
l^ke r^enparen om de verticale as gaan omslaan, als wan- 
neer wg weder bg w^ze van tegenstelling zullen kunnen 
spreken van klimmende en van dalende verspringende r^en- 
paren. Tot dit omslaan om de verticale as worden w^ ge- 
bracht door de overweging dat, als wg in de twee voren- 
staande r^en elke twee boven elkander geplaatste elementen 
optellen, in deze som der beide r^en over hare geheele lengte 
elke term blgkbaar 2 grooter is dan de onmiddellgk voor- 
gaande, zoodat die termen in rekenkundige reeks opklimmen 
van (jt> + p' — 1) . 2 = n . 2 = (n — 1) w + 2 = n^ — w + 2 

tot (p + p - l) . (2 n) = n . (2 n) = (n - 1) n + 2 n = n^ + « 
en dus, onafhankel^k van p en py voor elk klimmend r^en- 

paar dezelfde z^n, en dan voor elk dalend rgenpaar evenzeer, 
maar in omgekeerde orde. Hieruit toch volgt dat, wanneer 
w^ b^ een willekeurig klimmend r^enpaar een willekeurig 
dalend voegen , de sommen van elke vier in eene zelfde 
kolom staande elementen allen zullen bedragen (n^ — n-f- 2)-f' 
-|- (w* + n) = 2 (n^ + 1 ) ; hetgeen dus hier weder eene der- 
gel^ke b^zonderheid is, als waarop wy boven in het geval 
van n = 4m zoo herhaald elgk b^ verbinding van vier elemen- 
ten nederkwamen. Konden wij dus thans evenals toen het 
geheele schema van n^ elementen verdeelen in zulke stelsels 
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van een klimmend en een dalend rgenpaar, dan zou daar- 
mede weder de gel^kheid, althans der horizontale en der ver- 
ticale sommen , in het komende schema reeds bereikt z^n. 
Maar aan dezen eersten eisch om tot een tovervierkant te 
geraken kan hier , omdat wegens n = 4 m -|- 2 bg eene der- 
gelgke verdeeling één r^enpaar overblijft, op deze wgze niet 
voldaan worden; zoodat men op een middel dient bedacht 
te z^u om de ongel^kheid, die zoodoende in de verticale 
sommen zou komen, te vereffenen. Het is dan ook met het 
oog hierop, dat reeds dadelijk dat symmetrische r^enpaar, dat 
zich in het midden van het schema bevindt en dus uit de 
(2m+ l)ö en de (2w-|- l)'® of (2w+2)de rg bestaat, aan 
de zoo even omschreven verspringing werd onttrokken; en 
bepaaldel^k op dit r^enpaar wenschen wg thans eene op zich 
zelve staande vervorming toe te passen. De eerste van deze 
beide rgen namelgk brengen wg in haar geheel naar de 
rechterhelft van het schema en wél in twee halve rgen, 
waarvan de bovenste in teruggaande volgorde hare oneven, 
de onderste hare even elementen zal bevatten; de geheele 
tweede rg evenzoo naar de linkerhelft, maar met hare onevene 
elementen onder en evene boven : met andere woorden , in 
plaats van de oorspronkelgke (2m-[- l)e en (2 w-|- 1)'* rgen 
laten wg de twee rgen 

(2mH|-l)M' (2m-f 1)'.3'.... (2w+l)'.(2OT-f 1)'.... (2>»+l)'.4 (2«t-|-l)'.2: 

: {2m-{-l).2' (2m+l).4' (2m+l).(2m-|-l) (3»t-fl).3 (2m+l).l 

1 "(2m+ïy/i'' (ïw+ïy/ë'; ™" (2w+i 

treden. Zoodoende heefb men niet alleen, zooals weder met 
een oogopslag uit de gebezigde accenten-notatie blgkt, ook 
hier door deze uitzonderingsbewerking een axiaal-comple- 
mentair rgenpaar verkregen, en blgft dus voor het schema 
in zgn geheel de standvastigheid der horizontale sommen 
verzekerd; maar, wat meer is, ook hier, even goed als bg de 
andere op alle overige symmetrische rgenparen reeds toege- 
paste vervorming, geeft — al vertoont thans ieder dezer beide 
nieuwe rgen op zich zelf bg de verticale as eene verbreking 
van regelmaat — toch beider som over hare geheele lengte 
weder de termen eener rekenkundige reeks , die evenwel thans 
dalend is en het dubbele verschil van de vroeger gevondene. 
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namelgk 4 , heeft. Maar juist hierdoor is men in de gelegen- 
heid de beoogde vereffening wat de verticale sommen betreft 
te bewerkstelligen, waartoe het blikbaar voldoende is te 
zorgen, dat het geheele schema — behalve uit het thans be- 
sproken uitzonderingspaar en, ten einde dit als het ware in 
evenwicht te houden , uit twee klimmende van de boven om- 
schreven verspringende rgenparen — overigens uit evenveel 
klimmende als dalende van die paren — te samen dus uit 
het middelste of uitzonderingspaar, uit m + 1 klimmende en 
m — l dalende paren, onverschillig overigens welke— zal bestaan. 
De onderlinge gel^kheid van alle horizontale en van alle 
verticale sommen op deze wgze bewerkt zgnde , komt het er 
thans ten slotte slechts op aan, de r^en in zoodanige ge- 
w^zigde volgorde te plaatsen — want ook daardoor weder 
verliest het schema de gewenschte eigenschap van axiaal- 
complementair te z^n niet — dat bovendien de eerste diago- 
naal, en dan juist wegens deze eigenschap van zelf ook de 

n 
tweede diagonaal , dezelfde som ^r (n^ + 1) oplevere : dan toch 

is uit het bedoelde schema een tovervierkant geworden. Ook 
tot verduidelijking van de vorenstaande algemeene beschou- 
wingen willen wg deze vereischte verplaatsing der rgen eerst 
afzonderlek onderzoeken voor het eenvoudigste tovervierkant 
der beschouwde soort , te weten voor dat , waarvoor m = 1 
of 71 = 6 is ; en waarvoor die verplaatsing dus moet geschie- 
den in het vierkante schema, dat (behalve de derde en de 
vierde rg als uitzonderingspaar) de vier overige ryen als twee 
klimmende paren, en in het geheel geene dalende paren, 
bevat. Dat schema is, als men dadel^k de waarden zelve 
der elementen in plaats van hunne rangcyfers invult, 

34 5 36 
28 11 30 

17 15 13 

18 16 14 
10 29 12 
4 35 6 , 

en daarin zgn werkelgk reeds alle horizontale en alle ver- 
ticale sommen gel^k — (6^ + 1) = Hl* Beproeft men nu 
vooreerst eene onderaanplaatsing van de bovenste r^ of 



1 32 3 
7 26 9 

24 22 20 
23 21 19 

25 8 27 
31 2 33 
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van eenige der bovenste rijen met behoud ran hare onder- 
linge volgorde, dan bl^kt, dat van de zes op die w^ze 
met inbegrip van het schema zelf ontstaande schema's alleen 
datgene voor de eerste en dus ook voor de tweede dia- 
gonaal diezelfde som 111 geeft, waarb^ de twee bovenste 
r^en onderaan en dus de r^'en in de rondgaande volgorde 
345612 geplaatst worden, en waarb^ dus op de eerste 
diagonaal de elementen 24 , 21 , 27 , 4 , 5 , 30 en op de 
tweede di^onaal de complementaire elementen 13, 16, 10, 
33 , 32 , 7 komen te liggen. Maar dit neemt niet weg , dat 
— indien men oplet, dat eene onderlinge verwisseling van 
de 3e en de 4e rg de som van hare beide in dezen nieuwen 
stand door iedere diagonaal doorsneden elementen (omdat 
deze dan aan eene zelfde z:gde van de verticale as liggen) 
onveranderd laat, en dat hetzelfde geldt voor eene onder- 
linge verwisseling van de Ie en de 5® r^ en evenzeer van 
de 2e en de 6^ rg (omdat de alsdan daarop doorsneden 
'elementen hier telkens door ééne kolom gescheiden zgn) — 
uit dit ééne tovervierkant met die verwisselingen in het ge- 
heel 2X2X2 = 8 tovervierkanten komen , namelgk die 
waarin de r^en elkander in eene van deze orden opvolgen : 
345612, 435612, 341652, 431652, 345216, 435216, 341256 
of 431256. In de zeven laatsten is nu trouwens de rondgaande 
volgorde der r^en van bovenstaand oorspronkeligk schema 
verbroken; en toch schenen, ook indien men van den be- 
ginne af de onderlinge verplaatsing der r^en van dit schema 
aan geene voorwaarde hoegenaamd had gebonden, daaruit 
geene andere dan de acht gevonden tovervierkanten te kunnen 
voortkomen. 

Voor de samenstelling der tovervierkanten waarvoor m > 1, 
dus n==10, 14, 18, enz. is, bl^ft, zoo<als gezegd, de keus 
der klimmende en der dalende symmetrische r^enparen vr^ , 
mits in ieder geval het aantal der eersten dat der laatsten 
met twee overtreffe. Wj zullen ons echter althans voorloopig 
bepalen tot de regelmatige aanname, dat de beide uiterste 
r^enparen , (1, 1') en (2, 2') , die zoo even voor m = \ nood- 
wendig klimmend moesten genomen worden ten einde het 
middelste of uitzonderingspaar in evenwicht te houden, ook 
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Toor hoogere m met ditzelfde doel aldus worden aangehoaden, 
en dat van de verdere paren alle onevene (3, 3% (5, 5'), . . . , 
(2 m — 1 , (2 w — 1)0 kHmmend , alle evene (4, 4') , (6, 6') , 
. . . . , (2 m , (2 mY) dalend worden genomen , zoodat deze ge- 
zamenl^k met elkander evenwicht maken. Indien men dan 
in het volgens deze aanname opgemaakte schema weder ééne 
of meer der bovenste rijen onderaan plaatst en telkens de 
diagonaal-elementen sommeert, blijkt bij deze beproeving, 
dat althans voor n = 10 — en waarsch^nlijk ook voor de 
hoogere n — geen tovervierkant met rondgaande volgorde 
der r^en, zooals 345612, dat is 33'2'1'12, voor n = 6, mo- 
gel^k is. Toch kunnen , uitgaande van dit type voor n = 6 , 
zonder veel moeite, bij behoorlgke tusschenvoeging telkens 
der r^en van de elkander in evenwicht houdende paren (3, 3') 
tot (2m, (2wy), voor n=10, 14, 18,...., 4iit + 2 de on- 
derstaande 2, 3, 4, . . . ., m overeenkomstige typen van r:gen- 
volgorde opgemaakt worden, waarb^ telkens werkelgk een 

tovervierkant te voorsch^n komt, namel^k: 
voor « = 6: 33'2'! ri2; 

voor » = 10: bi^ÜY 1 1'14'3'2 
en 455^2' j 1'Ï3'4'2^ 

voor « = 14: 7i3657'2'"ril6'5'4'3'2 , * 
l7637~52' i Ï'i5'6'3'4'2 
en 4677"352' i rÏ5'3'6'4'2; 

ri87'6'5'4'3'2^, 
117'8'5'6'3'4'2, 
ri7'5'8'3'6'4'2 
_ ^ V17'5'3'8'6'4'2; 

en zoo voort, zgnde hierin voor het duidelgk overzicht overal de 
beide uiterste en het middelste rgenpaar onderstreept. Het op- 
sporen overigens van de plaatsen, waarop in deze verschillende 
typen de r^en (3, 8') tot (2 m, (2 mY) moesten worden inge- 
lascht, wordt vergemakkel^kt door er van te voren op bedacht 
ie zgn dat, gel^k zoo aanstonds zal worden aangetoond, in 
elk klimmend rgenpaar iedere twee elementen, waarvoor de 
som der tweede rangcgfers is w + 2 — en dus evenzeer in elk 
dalend r^enpaar iedere twee elementen, waarvoor die som is 
n — te samen steeds uitmaken n^ + 2. En deze zelfde opmer- 
king geefb tevens in de vorenstaande typen rekenschap van 



voor » = 18: 94365879'2' 

4963859"72' 

469839^572;; 

en 468"99'3572' 



24 

de onderlinge verwissclbaarheid van elk c^fer, althans van 
8 tot en met 2 m , zonder en met accent ; terwgl bovendien 
zoo dadelijk zal blaken dat , evenals dit voor w = 6 gold , 
ook in het algemeen de zes overige cgfers twee aan twee 
verwisseld mogen worden , namel^k 2 m + 1 en (2 m -|- 1 )', 

1 en 2\ 2 en 1'; zoodat met inbegrip van al deze verwisse- 
lingen de gevonden typen vertegenwoordigen : voor w = 6 , 
zooals reeds bleek, een aantal van 2^, en verder voor w = 10, 
2X2%- voor w=14, 3X2^; voor w=18, 4X2», en zoo 
voort , in het algemeen voor n = 4w-|-2, mX2^'" + ^ 
verschillende axiaal-complementaire tover vierkanten. 

Altgd blijvende bij de vorenstaande typen — in zooverre 
daarin de twee middelste of uitzonderingsr^en , 2 m -j- 1 en 
(2m-|-iy, beiden in de eerste of linkerhelft voorkomen, en wel 
steeds in twee standen waarvan de som der rangc^fers is 

2 m + 1 — kunnen w:g die typen nog algemeener maken dan 
door de even besproken onderlinge verwisseling der beide 
rgen van ieder paar (3 , 3') tot (2m , (2 m)') ; wg kunnen 
uamel^k — steeds op grond van hetgeen zoo even gezegd werd 
omtrent twee elementen van eenig rijenpaar, die te samen 
n^ 4" 2 uitmaken — sommige of alle oneven of klimmende en 
sommige of alle even of dalende van deze r^enparen (zonder 
ons te storen aan de volgorde, waarin zg in de typen voor- 
komen) door andere rijenparen , mits van dezelfde soort , ver- 
vangen. Tegel:gkert^d kunnen w^ ons vrymaken van de aan- 
name , dat het juist de beide uiterste rgenparen , (1 , 1') en 
(2, 2'), z^n, die als het ware de bestemming hebben het 
middelste r^enpaar in evenwicht te houden , en die in ver- 
band hiermede in de typen dan ook een eenigzins afw^- 
kenden stand innemen: w^ kunnen daarvoor even goed elk 
ander oneven en onmiddelligk volgend even paar bezigen , mits 
w^ namel^k deze beiden dan klimmend laten en wederkeerig 
de beide dan vr^gemaakte uiterste paren b:y alle overigen 
scharen, dat wil zeggen (1, 1^ klimmend laten bleven, maar 
(2 , 2') tot een dalend paar maken. Om zooveel mogel^k dui- 
del^k te doen uitkomen, hoe big eene dergelyke meer alge- 
meene opvatting de volgorde der rgen voor willekeurige 
n = 4 w + 2 behoort te zgn , opdat zg werkelflk een tover- 
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vierkant zullen vormen , en om dit tevens geschikt door uit- 
rekening van de som der bg die volgorde door de eerste 
diagonaal doorsneden elementen bevestigd te zien, voeren w^, 
ter onderscheiding van de punt-notatiep.y — waardoor tot nog 
toe steeds het q^^ element der p^^ rg van het oorspronkelgke 
vierkant der getallen 1 tot n^ in de natuurlgke volgorde 
werd beteekend — voor een oogenblik nog de overeenkomstige 
komma-notatie p^q in, die ons evenzeer het q^^ element der 
jt>de rg, evenwel niet van dit oorspronkel^ke vierkant, zal 
aanwgzen , maar van datgene, waarin het door de vervorming 
tot klimmende en tot dalende verspringende rijenparen en 
tot het in het midden geplaatste uitzonderingspaar is over- 
gegaan. En in deze notatie zullen w^ dan het bedoelde al- 
gemeene type, of eigenlijk het stelsel der daarb^ optredende 
n elementen van de eerste diagonaal , b^ voorbeeld als volgt 
kunnen voorstellen: 
((2«J,a)(itotr-i); ( 2g^-l),r ; |(2 5^ + 2«_i), (r + 2a-l); 

(2^, + 2„- l),(r+2a)!(itot«»-r); (2 g,~ 1/, (2 m- r + 1) ; 

((2 Sa— 1) , a) (2 « _ r + 2 tot 2 m) \ {^ S 2 m + \)\ (2 m + 1) [ 

! (2 a^n^ + i - ly, (2m + IX ; (2^2^ + 1 -■ 1), (2 m/ ; 

(25,+2,-iy,(/4-2a--iyj(^,toti);((25a)>+l)%-itoti);(^^ 
waarbij valt op te merken: vooreerst dat iedere kommapunt 
niet anders beteekent dan dat de twee daardoor afgescheiden 
elementen onmiddellflk op elkander behooren te volgen; ten 
tweede dat overal a als een veranderlgk rangnummer voor- 
komt, waaraan opvolgend de telkens aan den voet aangeduide 
waarden moeten worden gegeven, zoodat bg voorbeeld de 
eerste termen in dit type beteekenen het 1^ element van de 
rg 2«j, het 2® van de rg 2«2ï en zoo. voort ; ten derde dat, 
door aan de willekeurig blgvende r afzonderlek de waarden 
1 tot en met m toe te kennen , in het vorenstaande type de 
m verschillende typen vervat zgn, waarvan boven in de ge- 
vallen rw = 1 , 2 , 3 en 4 reeds voorbeelden werden neerge- 
schreven; ten vierde dat de alleen voor de regelmatige aan- 
sluiting aan de overigen gekozen notatie 2^,.— 1 eigenlek 
overbodig is , omdat steeds de bedoeling is s^ = m + 1 , dus 
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2sr'-l = 2m-\'l te nemen, zoodat hier weder als boven 
onderstreept zyn de beide r^en van het middelste paar, als- 
mede die van de twee op elkaar volgende eu beiden klim- 
mend te nemen (2 «2«_|.i — 1)® en {2 8 2m-\'iY paren, die te 
samen het middelste paar in evenwicht houden; ten vyfde 
eindelyk dat , behoudens juist inachtneming van dit even ge- 
zegde omtrent 2«2w-hi--l ©^ 2«2^^.i, overigens voor de 
m even r:yenparen (2 «^ , 2 8^, 2 ^3 , , 2 e r-^i] 

2«r + l) 2«r + 8j 2«,.^6, , 28 2m — r — lf ^S2m+l) 

te nemen zgn de paren (2, 4, 6, , 2 m) in wil- 

lekeunge volgorde en wel allen dalend , en voor de m oneven 
rgenparen (2«r + 2— 1» 2 5^ + 4—1, 2 5^ + 6—1, » 

2«2OT_y— 1; 28 2m^r-\-2—^i 2 8 Hm — r -\-S-^^ j 2 8 2m — r ■^4,'^^^ 

, 2«2m — 1; 2 5 2^ + 1 — 1) de paren (1, 3, 5, 

, 2 m — 1) in willekeurige volgorde en wel allen 

klimmend. 

Wat nu ten slotte betreft de aangekondigde berekening van 
de som der in vorenstaand algemeen type gekenmerkte dia- 
gonaal-elementen , gel^ktgdig met het betoog van de verwissel- 
baarheid der rgen twee aan twee, namelijk 2 5^— 1 en (2 «^—1)', 
252W + 1 — 1 en {28zm+i)\ ^S2m + i CU (252« + i — 1)', (deze 
beide laatste paren dus kruiselings), 2 8a en (2 5^)9 2 8a— 1 en 
(2«a— ly» gaan wj als volgt telkens de som van twee bgeen- 
behoorende van die elementen opmaken door vooreerst van 
hunne hier gebezigde komma-notatie terug te keeren tot de 
oorspronkel^ke punt-notatie, en door dan ter bepaling van 
de werkel^ke waarde telkens den reeds in den aanhef aan- 
gegeven sommatieregel voor twee elementen in deze laatste 
notatie toe te passen. W^ hebben namel:gk eensdeels voor 
de elementen der drie r:genparen, die in het type eene op 
zich zelve staande plaats bekleeden: 

(2«r-l),r+(2a,-iy,(2m-r+l)=(2m+l),r+(27n-fiy, 
en (25,-l),(2m-r+l) + (2a^--l)\r==(2m+l),(2m--r-|-l)--|- 

(2m-r+l) = (2m+iy.(2r-iy + (2m + iy.(4m-2H-2y(_ 
+ (2m+iy,r = (2m + iy.(4m-2r+iy + (2m + iy.(2ryj^ 
= (4 m4- 3) . (4 m + 5) = (w + 1) . (w + 3) = n^ + n + 3 , 
(onaf hankelyk van r, zoodat reeds hieruit, ook zonder den twee- 
den en vierden regel uit te rekenen, de onderlinge verwisselbaar- 
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heid der rangcgfers ren 2in—r-\-l iu het eerste lidblgkt); 

(2«2«. + i-l),(2m)' + (2«2» + i)',(2m+l)=(2«2„ + i-l). 
en (2a2„ + i-l),(2TO + l) + (2«2„ + i)',(2»n)'=(2«2„+i-l). 
(2m)' + (2«,„ + i)'.(2m+l); _ iw«4-2Wr« 2W4- 

|-(n + 2) = M* — « + 2, en 

(2»2„+i), l'+(2«3„ + i-l)', (2m + l)'=(2»s„+i)'. 
en (2»,„ + i), (2m+l)'+(2«j«+x — 1)', V=(2«2„+i)'. 

l'+(2«2» + i — l).(2ni+l)'| - , . . o\ j^ 

(2 m + 1)'+ (2 ,,«^., - 1) . l' )=("-lM6-+4)=("-2)"+ 

+ (6 m + 4) = w^ — 2 m ; 
anderdeels voor de elementen yan alle dalende r^enparen: 

(2aa+(2,.)S(a+l)'=!J^^°''«°"^7);^;'-«ï/f^^^ 

V «/» I \ / 7x I / j ^^^^^ ^ ^^^^^ (2«a).a +(2««) .(a+1) 

en (2*4(a+l)'+(20Sa= J"""'''""Tf/f/l'ni^^^^^^ 
v «/n / IV a/» j (voor a even) (2««).(a+l)+(2«a) .a' 

= n.(n + 2) = (n— l)n + (n + 2) = n^+2, (onafhankeUjk 
van a, die alzoo dadel^k met (a+1)' mocht verwisselen), hetgeen 
dus tevens geldt voor elk door den aanw^zer r + 2 a — 1 
in plaats van a aangeduid paar; 
eindel^k voor de elementen van alle klimmende rgenparen: 

/o IN I /o i\f / 1 x/ I (voor a oneven) (2 ««— 1). a + 
(2««-l),a+(2«a-l),(a-l)'= ; ,1 -,, , 

^ /' «v « /'\ l(vooraeven) (2«a— l).a + 

/o -i\ / i\/ I /o -i\/ f(vooraoneven)(2««-l).(a-l)'+ 

en(2«a— l),(a-l)'+(2««-l)',a= I, /,' -,;; ', 

^ ^^ y « V « /' ( (voor a even) (2«a-l). (a-l)'4- 

+ (2.«-iy.(a-iy) 

+ (2.«-l).(a-iy 

+ (2*,-iy.a 

+ (2^.-1). a 
(onafhankel:yk weder van a, en daarom dadel^k verwisseling 
van a en (a— 1)' toelatende), hetgeen dus tevens geldt voor 
elk paar met den aanw^zer r-\-2a in plaats van a. En ter- 
w^l alzoo deze twee laatste uitkomsten ter bevestiging strek- 
ken van hetgeen boven werd gezegd omtrent twee elementen 
in een zelfde dalend of klimmend r^enpaar die n^ -^ 2 tot 
som geven — en waarvan in ditzelfde ryenpaar de twee sym- 
metrische elementen dus steeds n^ tot som hebben — komt 
alsnu voor de gezamenl^ke som van alle op de eerste diago- 



= n.(n + 2) = (n-l)w + (n+2)=n^+2. 
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naai liggende elementen | (n^ _|- n -|- 3) -[- (n* — n -f- 2) -|- 
+(71^ - 2 m) I + (m - 1) (n^ + 2) + (m - 1) (V + 2)=3(w^+l) - 

-2(m-l) + 2(m-l)(n^ + 2)=(2m + l)(n^+l) = |(w'+l), 

dat is juist het vereischte bedrag, dat uitwijst, dat het op de 
omschreven wijze gerangschikte axiaal-complementaire vier- 
kante schema inderdaad steeds een tovervierkant is. • 

Boven zeiden wg dat voor n = 6 geene andere tovervier- 
kanten door verplaatsing der r^en van het medegedeelde 
vierkante schema te vinden zgn dan de acht, voorgesteld 
door het type 33'2' | ri2 zelf en door degene, die men ver- 

krggt door hierin de rijen 3 en 3', 1 en 2', 2 en 1' twee 
aan twee te verwisselen. Voor hoogere waarden daarentegen 
van n = 4 m -|" 2 is men niet op dezelfde wgze aan de m 
daarvoor gevonden overeenkomstige typen gebonden, maar 
leiden bovendien nog andere verplaatsingen der rgen tot 
meerdere, blikbaar ook steeds axiaal-complementaire, tover- 
vierkanten. Wg zullen dit onderwerp niet verder in het al- 
gemeen uitwerken , maar ons bg wijze van voorbeeld bepalen 
tot de mededeeling dat voor n = 10 — alt^d in de onder- 
stelling dat dan als vroeger de r^enparen (1 , V) , (2 , 2') en 
(3 , 3') klimmend , het paar (4, 4') dalend, en het middelste paar 
(5, 5') als uitzonderingspaar worden genomen — onder anderen 
ookhet type 3'355'2' } 1'144'2 voldoet, waarbg, om van mogelijke 

nog meer afwekende typen niet te spreken , de onderstreepte 
middelste en beide uiterste paren zelfs in dezelfde volgorde 
als vroeger voorkomen, en alleen eene andere invoeging van 
de beide paren (3 , 3') en (4 , 4') heeft plaats gehad. Maar 
juist deze gew^zigde invoeging maakt, dat nu deze rgen 3 
en 3', wier thans aangewezen diagonaal-elementen niet meer 
als vroeger door een oneven aantal kolommen gescheiden 
z^n, ook niet meer onderling verwisseld mogen worden, en 
dat hetzelfde om dezelfde reden geldt voor de rgen 4 en 4'; 
daarentegen bl^ft de verwisseling der rgen 5 en 5', 1 en 2', 
2 en 1' als vroeger geoorloofd. En daarom vertegenwoordigt 
bg eene dergelgke omzetting dit nieuwe type ook niet meer , 
zooals ieder der beide vroegere, 2*, maar thans slechts 2^ 
verschillende tovervierkanten. 



j 
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In al het voorgaande is slechts sprake geweest van veran- 
deringen in de opeenvolging der r^en; maar ook b^ symme- 
trische verplaatsing van één of meer ten opzichte van de 
verticale as symmetrische kolommenparen kan men het doel, 
axiaal-complementaire tovervierkanten , bereiken, die ook nu 
nog uit elkander twee aan twee aanvallende r^en zullen be- 
staan. Ook dit moge door een paar voorbeelden slechts wor- 
den toegelicht. W^ kiezen daartoe in de eerste plaats weder 
het zoo, even aangehaalde schema voor n = 6 : indien w^ 
daarvan , na de r^en 4 en 5 onderling verwisseld te hebben, 
de kolommen plaatsen in déze symmetrische volgorde 3^12'|2r3, 
verkrggen w:g werkelyk als tovervierkant van de verlangde soort: 



3é 1 5 


32 36 3 


28 7 11 


26 30 9 


17 24. 15 


22 13 20 


10 25 29 


8 12 27 


18 23 16 


21 14 19 


4 31 35 


2 6 33: 



en ook hierin zijn op nieuw verwisselingen van rgen mo- 
gelgk, namel:gk van de 1® en 4^, de 2® en 6e, de 3® en 
5®, zonder dat het eigenaardige der oplossing verloren 
gaat. In de tweede plaats zal het blaken dat, als men in 
het overeenkomstige en ook zoo even nog vermelde vier- 
kante schema voor w==10 — na daarvan de rgen 6, 7, 8 
en 9 in volgorde vervangen te hebben door de rijen 8, 6, 9 
en 7 — de kolommen stelt in de weder ten aanzien der ver- 
ticale as symmetrische orde 5'14'23'|32'4r5 — zoodat dan bij 
voorbeeld de elkander aanvullende en ieder voor zich axiaal- 
complementaire 1® en 10^ rgen van het nieuwe schema worden 
96 1 7 92 98 i 3 9 94 100 5 . , ... ^ ^ 

6 91 97 2 8 i 93 99 4 iÖ 95' ^^ ^^ denzelfden trant 

de 2e en 8^, de 3® en 6®, de 4® en 9e, en als uitzonderings- 
paar de 5e en 7e rgen — ook dit nieuwe schema een tover- 
vierkant is, en dat dit bovendien weder onderlinge verwis- 
seling van zgne r^en 1 en 8 , 4 en 9 , 5 en 7 , alsmede 
van zgne vier overige rijen 2, 3, 6 en 10 twee aan twee 
naar verkiezing, toelaat. 
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Indien w^ thans nog eren terugkomen op het in het 
eerste gedeelte van dit opstel behandelde geval van n = 4 n», 
dan is het om , weder slechts door een paar eenrondige voor- 
beelden en zonder meer algemeene uiteenzetting, te doen 
uitkomen dat, terw^l voor (n = 4 m -|- 2)^ elementen geene 
centraal-complementaire toverrierkanten mogel^k bleken, daar- 
ent^en voor (n = 4 m)^ elementen , behalve de boven onder- 
zochte tovervierkanten van deze soort, wél aziaal-comple- 
mentaire bestaan. Zoo kan men voor n = 4 schrgven : 



13 14 


3 5 


1 7 


10 16 


13 11 


: 6 4 


8 2 


15 9 



waarin echter de rijen ieder voor zich minder regelmatig z^n 
samengesteld dan dit boven, hetzg voor n = 4m of voor 
n = 4 m 4~ ^ 1 h^t geval was. Voor n = 8 daarentegen kan 
eene samenstelling van de enkele rgen, of liever van de sym- 
metrische rgenparen, plaats hebben geheel overeenkomstig 
met de voor n = 4 m -|- 2 in het algemeen omschrevene, ter- 
w^l hier dan niet, zooals toen, een middelste uitzonderings- 
paar te pas komt; want houdt men nu de twee uiterste paren 
klimmend, terwgl men de twee middelste dalend neemt, dan 
verkrggt men het axiaal-complementaire tovervierkant : 

1 58 3 60 
9 50 11 52 

48 23 46 31 
40 31 38 29 
32 39 30 37 
24 47 22 45 

49 10 51 12 



5 62 7 64 
13 54 15 56 
44 19 42 17 
36 27 34 25 
28 35 26 33 
20 43 18 41 
53 14 55 16 
61 6 63 8 



57 2 59 4 

waarvan trouwens iedere rg uit eene linker- en eene rechter- 
helft bestaat, die elk voor zich, hetzg in dezelfde of in 
omgekeerde orde, ook als halve r^en worden aangetroffen 
in het in den aanhef voor n = 8 voluit neergeschreven 
centraal-complementaire tovervierkant. Naar het sch^nt kan 
men ook voor hoefere n = 4m, al naarmate deze meer 
in het bgzonder tot den vorm n = 8 m -|- 4 of tot den vorm 
n = 8m behooren , niet of al van de overeenkomstige ver- 
springende r^enparen — waarvan in dit laatste geval de 
2 m uiterste klimmend en de 2 m middebte dalend te plaat- 
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sen — voor de samenstelling van axiaal-complementaire 
tovervierkanten gebruik maken. De zoo even medegedeelde 
tovervierkanten voor n = 4 en n = 8 , en waarsch^nl^k ook 
de overeenkomstige voor hoogere w = 8m + 4 en n=8fw, 
hebben intasschen de eigenschap gemeen , dat z^ de onder- 
aanplaatsing van hunne geheele bovenhelft toelaten. 



De Heer Schoutb verplichtte m^ nog door toezending van 
z^ne in het >Annuaire de Tassociation fran9aise pour Tavan- 
cement des sciences , Congres de Grenoble, 1885", blz, 152 — 
155, opgenomen bedrage »Sur les carrés magiques a en- 
ceinte'', gew^d aan de dubbel-, dat is dus aan oneven tover- 
vierkanten; en door de mededeeling dat in Grunbrt-Hoppb's 
»Archiv für Mathematik und Physik , 2e Reihe, 4er Theil, 
4^8 Heft, Idt. Bericht XVI", blz. 48, eene aankondiging 
voorkomt van »J. B. KOrten, Theorie der magischen Zahlen- 
Quadrate und Kreise, 1886 (69 Seiten)". Ook door enkele 
kleine opmerkingen omtrent m^n opstel, die hier en daar 
naar ik meen tot verduidelijking der redactie hebben geleid. 

Later kreeg ik nog door z^ne tusschenkomst inzage van 
een paar in de jaargangen 1885 en 1887 van het »Journal 
de Mathématiques élémentaires'* voorkomende fragmenten van 
»Les carrés magiques de Ferhat restaurés et publiés sur des 
documents originaux et inédits" door £d. Lucas, waarvan 
het vervolg wordt toegezegd in eene noot , opgenomen in het 
werk van Frolow > Recherches nouvelles sur les carrés ma- 
giques". 



DE SFERISCHE CYCLOIDALE LIJNEN, 



DOOR 



Dr. H. EEAMA. 



De sferische cycloidale lynen komen b^ de kegelvormige 
tandraderen voor, en Lbboy heeft hen hierbg in zgn» Traite 
de geometrie descriptive" beschreven; doch daar hg alleen 
de projectie der kromme Ign op een plat vlak noodig had, 
heeft hij slechts één enkele eigenschap opgegeven. 

Voor zoover mg bekend is, zgn deze kromme Ignen nog 
niet analytisch behandeld, en uit dit oogpunt zullen zg in 
het volgende beschouwd worden. Hoofdzakelgk heb ik ge- 
tracht de punten van overeenkomst en verschil tusschen de 
sferische en de vlakke cycloïden op te sporen. 



§ 1. De epi" en hypo-cycloide. 

De sferische cycloidale lijnen sluiten zich het nauwst bg 
de epi- en hypo-cycloide aan; vaudaar dat ik eenige be- 
schouwingen over deze kromme Ignen vooraf laat gaan. Dit 
is vooral noodig, omdat de onderstaande afleiding der eigen- 
schappen dezer cycloiden in vele opzichten afwijkt van de 
bewgzen, welke hiervoor meestal gegeven worden; maar de 
gevolgde afleiding heeft het voordeel, dat de punten van 
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orereenkomst en verschil tusschen de vlakke en de bolvor- 
mige eycloiden beter uitkomen. 

Zooals bekend is , is de epi-cycloide de weg , die een punt 
van den omtrek van een cirkel doorloopt, wanneer deze 
cirkel zonder te gigden, rolt langs een stilstaanden cirkel, 
dien h^ uitwendig raakt. 

Z^ het middelpunt O (Fig. 1) van den stilstaanden cirkel 
de oorsprong. 

De straal van dezen cirkel z^ 5 en van den rollenden 
cirkel a. O B is de voerstraal r en ^ A O B is de ano- 
malie cp. 

Zg ZOMB = ^, dan is 

r^ = a^-\-{a-}-by — 2a(a + b)8inê 
of 

r^ = &2_|^4a(a + fe)«t«H^; • • • (1) 

boog BG=a:6oo^ AC, bggevolg is ^AOG = r^« 
In A 0MB is 



8tn 
of 

c 
en 



. /« i, A a(l—co8ê) + b b4-2a sin^ i ê 
\o I astnd a sin 6 



^ ^ A 1 ^ sin 6 

<P=- i — bgtg r-To r^T^ (2) 

o b-\-óa 8in^ \B ^ ' 

Konden wg uit (1) en (2) 6 elimineeren, dan zouden wg 
de vergelgking der epi-cycloide op pool-coördinaten gevonden 
hebben. 

Bepalen wg den hoek o-, dien de normaal met de Ign 
A O maakt. Wg weten , dat de hoek r , dien de raaklgn met 
de Ign A O maakt , bepaald wordt door de betrekking 

do 
tg(T-(p) = r—, 

maar t = ^ — 90^, dus 

cotg{(p — (r) = r-^. 

N. A. V. W. Dl. XVI. 8 
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Uit (1) Tolgt 

dr \.Aa.{a-\-h)sin\è.cos^é a{a-\-h)siné 

Té ^ v'|6* + 4a(a + 6)»m*HI " r 

en alt (2) Tolgt 

a cos i.{b-\-2a «t«* \6) — a* «tn* 6 



d0 
di 



a 
b 



1 + 



a^ sin^ 6 



(6 + 2 a «m^ \ 6)^\ 



{b + 2a 8in^ i 6y 



a a^ — a {a -[- h) cos 6 ^ 

= r 1 5 ' 



bygevolg is 



cotg [Cp — «•) = — ■ 



(a + 6) 6 C08 6 



of 



h{a-\-h) sin S 



. 2a + ft ,. 
cotg (<f> — <r) = — 7 — tg i B. 



Substitueeren wg de waarde yan <p uit (2), terwgl wg in- 



a 



Yoeren - d = jf , dan wordt 
o 



cotg((p-'(r):=i —cotg (ff — tj + jf — 0)==— 



_ 1-^y (q-->?).igg^(>f-0) 



dus 
of 



tg{(F'-^) + tg{}i'--(py 
_ cotg (VI — (p) + cotg {<p — tr) 

tg {<r }i) = -TL 7 — r T-r 

V ' 1 — cotQ (M — 0). cotq {0 — 



tg (<^ — 'f) = 



)otg {yi — (p). cotg {(p — <r) 
J_|.a(l — costf) 2a + ft 



a «tn 



6 



h + a(\—cos6)2a-\-b , . 



bijgevolg 



of 



a sin 6 



«^ ((T — )f) = — cotg I d 



«^ (180^ — (T + );) = cof^ I «. 
180° — 0' + '^ ïs de hoek, dien de normaal maakt met 
de Ign, die de middelpunten verbindt; deze hoek is dus 

(90° — id), en ZBCM = 90^ — iö; (3) 

waaruit volgt, dat de normaal alt^d door het raakpunt der 
beide cirkels gaat. 

Het önmiddell^k gevolg van deze eigenschap is, dat de 
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raakl^n zal gaan door het punt van den rollenden cirkel, 
dat het verst van O gelegen is. 

Verder volgt hieruit , dat de IQn BG = 2a siniê . . . (4) 
is. Deze waarde is das van den straal van den stilstaanden 
cirkel onafhankel^k. 

Den kromtestraal in elk punt der kromme l^n kannen wig 
op de volgende w^ze vinden. 

In A C O E is 

t:b = sin (90^ — i <): «in O E C ; 

ZOEC = 180°-90^ + id-ZAOE + )^ = 90°-;P+^^i^d, 

waarin Z A O E = t/; is ; terw^l ^ en ;f^ de coördinaten zgn 
in de poolvergelijking der normaal. Deze wordt dus 

t cosl ' 8 — \p j=bco8i9. 
Voor een ander punt der kromme l^n zal z^ z^n 

tcoaf Vj' ê' — \l^) = bco8iê\ 

Het sn^punt der beide normalen vindt men door \fj ent voor 
dit punt te bepalen. Na eliminatie van t 

bco8\6 bcosl II 



cos 
of 






.. 2a+fe, ,., 2a+6„ 
seci O.COS — TT-^ — 6 — secl d . cos —zr-^ — 9 
J 6 z a 

~*^ IA ' 2a + 6, , „ . 2a + 6„ ' 

sec \ B. sin —^ — O — sec l S . sin — ?j 9 

óa 2a 

Om het krommingsmiddelpunt te vinden laten w^ de beide 
punten der kromme tot elkander naderen; dan wordt 

d 



. dê 
t9^ = 



I ,. 2a+6A ,. 2a+6 2a + 6^ 
\sec\9.cos ^'^ 9J tg\è ^ tg ^ ê 



dd 
of 



d( ,, . 2a+6 A 2a + 6 , ,, 2a + 6. 



r—i9^-i9^'tgi9.tg-^9 = tgii Jl-tg—^d. 



2b ^' b ^ 26 
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tg——-6 — tg^ 



tg 



'^-~6~: ^ 274T"-~6~ ^l~2b~^~V 



of 



l + <<7^.«<7-2|-tf 



/2a + 6 . . \ b 

das 



of 



(2a + 6)*^ (2a + 6)» '^'^ * ' 



en 



* -j 2«+5 ) -^KTi^h) +^ 2a + 6 2HF6''"^- 
Verder is 

^ + 2^+6*^ ^^ 



of 



a . , — a ainè 



6 ^ ^ fe + 2aco«^|d 

Deze Yorm komt met formule (2) overeen. 

De ontwondene der epi-cycloide is dus weereen epi-cycloide, 
doch waarbg het beschrgvende punt bg de beweging zoover 
mogel^k van den oorsprong verw^derd was. De straal van 

den rollenden cirkel der ontwondene is -= — r- r en van den 

stilstaanden cirkel 7^ — r-r. Omgekeerd zal ook de ontwindende 

2 a+6 

van de epi-cycloide weer een epi-cycloide zgn, bg welken 

de straal van den stilstaanden cirkel gel^k is aan b-{-2a 

en die van den rollenden cirkel gelgk 7- (2 a + 6). 
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W^ yinden op deze wgze voortgaande een oneindig aantal 
epi-cycloiden , waarvan telkens de volgende de ontwindende is 
van de voorgaande, terw^l de stralen der vaste cirkels twee 

meetkundige reeksen vormen, waarvan de reden is pr =. 

De kromtestraal van een punt der cycloïde zal nu gelgk 
z^'n aan de normaal in dit punt, vermeerderd met de raak- 
lijn in het overeenkomstige punt der ontwindende; bggevolg 

gelgk 2a«tn ttf + ^5 — n^cos^ê'; maar tf + tf' = 180°, dus 

£i a-\-o 

is de kromtestraal gel^k aan ^ , ^ ^ gm | tf. 

a CL ~j- O 

Stellen wg hierin 6 = 180°, dan vinden wfl de lengte 
eener halve epi-cycloide-boog der ontwindende 

4a(a + ft) 
^^ 2a + b ' 

Voor de cycloide-boog moeten wg hierin stellen 



dan wordt 



a = ^{2a + b) en b = 2a+b; 



, , _ 4 q (g + 6) 
T^ 1 ' 



en b:y gevolg is de lengte eener epi-cycloide-boog 

Voor de hypo-cycloide , die onstaat als de cirkels elkander 
inwendig raken, zal men de overeenkomstige betrekkingen 
vinden door voor a in de formules — a te substitueeren mits 
a kleiner dan b is. 

Bepalen w^ ten slotte het oppervlak, dat besloten is tus- 
schen den stilstaanden cirkel en een epi-cycloide-boog. 

Boog GQf = boog B'D' = 6oo^ BD; 
bg gevolg is 



ZCOC' = (^-tf)l 



Verder is 



ZCOC' = ZBOB', dus boog BB' = r(5r — d)^ ; 

b 
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§ 3. De normaalcirkel. 

De yergelgking van een grooten cirkel op den bol zal voor 
sferische poolcoördinaten z^n 

cotg ^ = 8in{p-]r(p).tg A^ (I) 

waarin ^ en (J) de coördinaten z:yn; terwgl A de hoek is, 
dien de groote cirkel met een bepaalden grooten cirkel 
maakt, en p de boog yan laatstgenoemden cirkel, begrepen 
tusschen het sn^punt en het punt, waarvan af (p geteld 
wordt. W:g zullen A bepalen ten opzichte van den cirkel, 
wiens pool in O ligt. Onder normaalcirkel wordt verstaan 
die groote cirkel, die loodrecht op een element der kromme 
l^n staat , dus de cirkel, volgens welke het normaalvlak den 
bol sn^dt. 

De vergelgking van het normaalvlak is 

{x^—x)dx-]r{yi— y) dy + {z — z^)dz = 0. 
Voor de punten van den cirkel moet 

a! = Ii8in^» €08 (pj y = Ii8in f. «znCp, z = Rco8^y 
en x^=Ii sin $j. eos (^j, y^=^Ii sin êj. sin (pj , z^=^R cos $j, 

terw^l ^j en $| de coördinaten van het element voorstellen. 
Verder is 

1 =zr-^i2 ^n ^.sinCb- — ]rRcos |. coscp^ 

dx 

T^ = il öOdo). sxnt- — Y Kcost.s%n^ ^r- ^ -— = — Icstn^ ^— 
dx dx dx dx dx 

Door substitutie in de vergel^king voor het normaalvlak 
vinden wg 

J2* l sin ^^. cos 01— sin ^, cos(J)> Icos^.cosp sin^.sin(p 

+ jR* Isin^^.sinCp^—sini^.sinpS ) cos p. sin ^-^ — f-co«?.5m$— — 

I J I CL X CL X) 

— R^ sinè-z— [cos ?i — cos^\ = 0. 
dx \ J 

Waaruit volgt 

-j-z sin {(pi — 0) = — cotg ?. cos ((p^ — 4)) + cotg 1^. 



d xi 
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Zig nu de groote cirkel 

cotg ^ = dn {p + cp). tg A, 
dan is eveneens 

cotg $j = sin {p + <pj). tg A, 
De substitutie geeffc ons 

of 

^ = -*fl'^.co.(p+<P) (n) 

Door eliminatie van (p + <ï>) uit (I) en (II) vinden wg 

waarna w^ ook p kunnen bepalen. 

Passen wg het gevondene op de sferische cycloide toe, 
dan is 

cos ^ = coB b — 2mia. sin {a + 6)« sin^ ^6; 
dus 

d f sina. sin (a-f-J)- sin 6 
d 6 sin^ 

en 

^ . am a , sin a. sin 6 

$ = ö -;— = — hq tq T—, — r-iT -, — rr^ — = Ti 

smo cos a. s%n (a + 6) — co« {a + o), sm a, cos B 

d0 sina 

d 6 sinb 

sin a. cos t, \ cos a. sin (a+i) — cos (a-}-6), sin a. cos 6 j — sin^ a. cos (a-{- b), sin^ 6 

|l+7 . , I ,, , . ,, . -TrMcosa.sin{a-±b) — co5(a+o).«ina.cofiö) 

' ' ]cosa.sin{a-Y-b)-'COs{a-\'b). s%na.cos9\^\ 



sin 
sina 



i 1 sinb— 2 cos a. sin (a + ^)« ^^^^ f ^ I 

\n a, { -1— £ 7-^-f } = 

[sin b sin^ $ J 



= -r— ^ — .-2 ë t*^^^ f — sin^ b — icos a. sin 6. «in (a + 6). «iw^ jtf|; 
s%n o» s%n ig 

en bggevolg is 

d0 sin^ f — «fn^ 6 + 2 co« a. «in 6. sin {a + 6). «in* \6 

d ^ . sin ^. sin b. sin (a -|- &)• «tn d 

of 

d^ {cos b—cos D |«fn a. co« § + «in (a + 6) j 

d f «in ?. «in b sin. {a-\-b). sin 6 
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Na substitutie 

j . 2 £ _L (^^* ^ — ^^* ^)^ I ^*^^ ^* ^^* S -{-sin (a-\-b)\^ 

sin^ ?. «iw^ b, sin^ (a -|- *)• sin^ 6 
en 

. 2 ^ sin^ o> — cos^ (a -|- ^) — cos^ ^-\-2co8 ^. cos a. cos {a + i) 

«ïn^ a. 8in^ (a-f- o) 
dus 

<^^ A. siri^ ê, sin^ b, sin^ {a + 6). «m^ a = 
j «m^ 6 — sin^ a j co5^ ^ — 2 cos a. sin {a-\-b).cosb,sinb,cos^-]'COs^b.sin\a-\-b). 
Drukken w^ nu cos ^ in een functie van 6 uit , dan zullen 
wij na substitutie vinden 

cos^ ï 6. tg^ A, sin^ b = (sin^ b — sin^ a) sin} \ 6 -\- cos^ b 
of 

tg^ A, sin^ b = cos^ a. tg^ ^ 6 •■}- cos^ b. 
Aangezien wg p voor het onderzoek niet noodig hebben , 
bepalen w^ deze grootheid niet, maar wij zullen de waarde 
van p + zoeken op het oogenblik , dat de normaalcirkel 
den vaststaanden cirkel sngdt ; dat is , als § = 6 is. 
Wij hebben dan 

cotg b = sin (p -{- (p). tg A^ 
cos^ b = sin^ {p -|- 0). {cos^ a. tg*^ \6 '\- cos^ b) 
of 

*9{p + <P) = :^^<^oi9{^' 

Dit heeft plaats in een driehoek (Fig. 3) , waarvan {p + cp) 

de hoek is, die ingesloten wordt door een zgde = 6 en een 

zyde = 90° ; bggevolg moet de hoek y tegenover de rechte 

zgde voldoen aan de voorwaarde 

cotq i 6 
— tg 7= - 



cos a 
of 

cotg (180° — y) = cos a. tg \6 = cotg S (3) 

Aan deze vergelgking wordt in A B M C voldaan , waaruit 
blgkt, dat .de normaalcirkel altgd zal gaan door het punt, 
waar de beide kleine cirkels elkander aanraken. 

Verder volgt hieruit, dat het deel iV van den normaalcirkel, 
gelegen binnen den rollenden kegel, bepaald wordt door 
den vorm 
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sin \ N =z sin a. sin ^ 6 (4) 

onafhankeliyk yan den tophoek van den stilstaanden kegel. 

De raakcirkel, dat wil zeggen de groote cirkel, die één 
element met de kromme Ign gemeen heeft, zal loodrecht op 
den normaalcirkel staan; zoodat w^ hier een verschil vinden 
met de epi-cycloide , namelgk dat de raakcirkel niet gaat 
door het punt van den rollenden cirkel, dat het verst van 
O gelegen is, Wel zal de hoek, dien de raakcirkel met den 
straal in het sn:ypunt met den cirkel maakt , het complement 
van den hoek i zgn. 

De vraag, of bg de sferische cycloide geen eigenschap be- 
staat, die overeenkomt met de genoemde der epi-cycloide , 
zou gegrond z^n. 

Brengen w^ door M (fig. 4) een grooten cirkel loodrecht 
op den normaalcirkel P C , dan is 

B C = ï iV en «m y -A^= sin j 6. sina. 

Vervolgens trekken wij door het punt B der cycloide een 
kleinen cirkel, waarvan het vlak evenw^dig loopt aan den 
grooten cirkel door M gebracht , dan sn:gdt deze den rollen- 
den cirkel nog in het punt E. Nu worden door E en M 
groote cirkels gebracht, loodrecht op den grooten cirkel C D, 
dan snijden deze elkander en den normaalcirkel in P, de 
pool van den cirkel CD. 

EM = BM = a en ABCM^ADME, 
daar beide rechthoekig zyn; b^gevolg 

ZBMC = ZEMD=J^<J; 

dus 

ZBME = 180°-fl. 
Dit leert ons, dat E het punt van den rollenden cirkel is, 
dat het verst van den stilstaanden cirkel verwijderd is. Bren- 
gen wg dus door het punt der cycloide een kleinen cirkel, 
veiens vlak evenwgdig loopt aan den grooten cirkel, die door 
het middenpunt van den rollenden cirkel , loodrecht pp den 
normaalcirkel gebracht is , — dan zal deze kleine cirkel gaan 
door het punt van den rollenden cirkel, dat het verst van 
den stilstaanden verwgderd is. Wordt de straal van den 
bol eneindig groot , dan gaat èn de kleine cirkel èn de raak- 
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cirkel over in dezelfde rechte l^n, namel^k de raaklgn in 
het punt aan dé vlakke cycloide getrokken. Hieruit blykt 
ook, dat de eigenschap der normaal b^ de vlakke cycloide 
voornamer is dan die der raakl^n. 

Daar de raakcirkel niet aan de genoemde eigenschap vol- 
doet, zal de ontwondene noch de ontwindende van een sfe- 
rische cycloide weer een sferische cycloide zfln. 



§ 4. Bijzondere gevallen. 

Is b=ia^ dan moet de eene kegel buiten den anderen 
rollen, en dan is 

co$ ^ = co8 a — 2 sin a, sin 2 a. sin^ ^ 6 
en 

,^ , . 14-2 cos 2 a. sin^ i 6 

Deze kromme liyn zal overeenkomen met de cardioïde; maar 
terw:gl alle vlakke cardioïden gel^kvormig z^n, zal dit bg 
de sferische cardioïden niet het geval z:yn, want deze hangen 
af van twee grootheden, namelgk van den straal van den 
bol , waarop zg beschreven zgn, en van den tophoek van de 
rollende kegels. 

Het andere geval , dat wg beschouwen zullen , is dat, wan- 
neer de stilstaande kegel overgaat in een plat vlak. Dit ge- 
val sluit zich bg de gewone vlakke cycloide aan. Nu is 
ft = 90° en dus 

cos ^= — sin 2 a, sin^ i ê 
en 

^ , . , sina. sin 6 

(P = stna — ogtg z ^ . ^ , o i a ' 

^ ^ ^ l -'2s%n^a,sin^iê 

De waarde voor den normaalcirkel gevonden blgft het- 
zelfde; deze zal zgn 

cotg ^ = sin {p + <J)). tg ^ 6. cos a 
Hiervoor moet p bepaald worden 

• / \ ^\ cotg^.cotgló 

sin (o 4- (p) = — ^ ^-J- 

cosa 
en 
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, , ^^ ,1 — 2 sin'^ a. sin^ l 6 

bijgevolg 

p + (J) = — (d ^n a — (p) of p= — ê sina. 

Dit was te verwachten, daar het normaalvlak door de 
Ign moet gaan , waar de rollende kegel het platte vlak raakt. 
Het normaalvlak is dus 

cotg ? = «m ($ — ê sin a). tg J. 6. cos a; 
voor een ander element zal de normaalcirkel zgn: 

cotg § = sin (0 — 6^ sin a). tg J 6\ cos a. 
Voor het sn^puat van beide normaalcirkels moet dus 
sin{(p— ê sin a), tg \ê=: sin (<p — ^' sina). tg f V 
of 

sin {ê sin a), tg ^ 6 — sin {V sin a). tg \ H 
^ cos {& sin a). tg id—cos (d' sin a). tg ^ ê'' 

Naderen de beide elementen elkander , totdat 6 = 6^ wordt, 
dan is 

-j-z [sin{6 sina).tg \6] 

tg(p = -^ = 

-7-T [cos {ê sin a). tg\6] 

cos {6 sin a). sina. tg ^ê -^^ sin (ê sin a) 



cos^ \ S 



— sin {6 sin a), sin a.tg ^i-^-i cos (ê sina) — ^n 

cos -j- V 

sin a, sin ê -\-tg {é sin a) 

1 — sin a. sin 6. tg {6 sin d) 

bij gevolg 

tg {(p — ó sin a) = sin a. sin d, 

en dus 

p . 1 /" sin^ a. «fn^ 6 

cotg ^:=:tg ^6. cos CL. 1/ T 



-j- sin^ a.svr? 6 
en 

f. sin 2 a. sin^ | é 

^^^^^{/{l+sin^a. sin^6-i-sin^2a.sin*\6y 

Door eliminatie van 6 zouden wg de vergelijking vinden 

van eene kromme l:yn op de bol, die de ontwondene van 

deze sferische cycloide is. 
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Nemen wg ten slotte a = 90°; dit is het geyal, dat een 
cirkel zich zoodanig beweegt, dat zign middelpunt in den 
top van den kegel ligt, en z^n vlak raakt aan het kegel- 
oppervlak. 

Nu is 

C08 5 = cos b, cos ê 
en 



\8in o I sxnb 



Uit de algemeene formules vinden wg verder tg A=^cotgb^ 
en 3, de hoek, dien de normaalcirkel met den straal van 
den stilstaanden cirkel maakt, gel^k 90^. De rollende cirkel 
is tevens normaalcirkel voor de sferische cycloide. De verge- 
Igking van den normaalcirkel is 

cotg f = cotg b. sin (p -f- 0)* 
Hierin moet p nog bepaald worden. 

cotgip + 0)=^^ = tff(^^-<p), 
bggevolg 

Sin o 
en dus is de vergel^king van den normaalcirkel 

cotg ? = cotg b. cos(0 ^~ir 

Yoor een ander element zal z^n 

cotg f = cotg b. coslcb r^ ). 

\ stnb/ 

Het sngpunt der normaalcirkels vindt men dus uit 



cos 
of 



((P ^ = COs(<p r^), 

\ sino/ \ stnb/ 



ê 6' 



cos — — 7 — cos 



^ sin b sin b 

t9<P — ^ —Y- 



sin —r-^ — sm 



sin b sin b 

Naderen de punten elkander, daa wordt 
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tg<P — — 


d / ^^ ê \ 

d &\ sin b) 

^ (sin M 
d6\ sinb/ 


b^gevolg is 





Sin O 



cp = -r-T, en das ? = i. 
Sin o 

Dit leert ons, dat in dit geval de stilstaande kleine cirkel 
de ontwondene is dezer sferische cycloide; en omgekeerd is 
deze cycloide de sferische ontwindende van een kleinen cirkel 
op den bol. Deze kromme Ign komt overeen met de vlakke 
ontwindende van een cirkel, want deze kunnen wg toch als 
een cycloide beschouwen, daar zg den weg voorstelt door 
een punt afgelegd, dat op een rechte lijn, die om een cirkel 
wentelt, gelegen is. 



§ 5. Lengte van een-sferisehe cycloide'boog. 

Op het gebruikte stelsel van sferische poolcoördinaten is 

ds = R \/ \d^^ + sin^ ^. d(p^. 

Substitueeren wg hierin de boven gevonden waarden voor 

d^ dep . . 

-T-A ^^ -T-A » dan IS 
dó dé 

1 T% 1 At /^sin^ a, sin^ (a + b), sin^ ê , sin^ a 

ds=Rdö]/[_ A^ -^-^i^T^^X 

X \sin^ ? — «iw^ b-\-2 cos a, sin (a -|- 6). sin b. sin^ ^i\^] = 

= — 7—r 1/ I ■" cos^ |. sin^ a — icos |. sin bxos a.sina-^sin^axos^b-^- 
sin o V 

-f- 2 sin a. cos a. sin b. cosb\ = 

s%n o r L • j 

dus 

, 2R sin^ a. sin (a4-b) . , . , . * /— 7-0 ; mr 

ds = , ^ — !-— ^ sm i ê. dó Vcotg^ a + cos^ \ ó. 

s%n o 
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De lengte L eener sferische cycloide-boog is dus 

sin o J Q 

Stel CO8 fê= y, dan is — 8in\6.dê =s2dt/j 
en 

T- 4 jR sifi^ a. érm(a+ 6) r^ , . / 5 ; — 

Nu is 

dus 

/^^ «/ — n — \ — ï 1 11^2 jl -\-coseca 
ay V cotg^ a -f- y* == | coaec « + j co^^r-* a. l — ■ 
o «y 



2 



en 



L= . \ ' — - Istna + cos^a.l — ' > . • • (5) 

sinb [ ' cosa ) 

Voor a = 90^ wordt L = 2R cotg b. 



§ 6, Bepaling van liet oppervlak^ dat ingesloten wordt door 
een sferische cydoide'^oog en den stüstaanden cirkel. 

Dit deel van het bolopperylak kunnen wg aldus vinden. 
(Fig. 5). 

boog A O = boog B O en boog A C' =s boog C D ; 

dus boog C C' = boog B D; 
bggevolg is 

boog C C' = (t — 6)Bsin a. 

» 

De hoek COC' is dan (t — tf) ??^ enZCOC'=ZBOB'; 

sin o 

hggeyolg is 

boog BB' = R(T-d)$^«mf. 

smb 

Het oppervlak der oneindig smalle strook B B' zal dan z^n 

iJ» fl^(, _ S) sin ?. d |. 
smb 
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En het oppervlak van «de figuur 

AD'B'0' = i2^^ r{7r—6)8tn^.dl 

nnb J ^ 

Wg hebben gevonden 

sin ^. d^ = sin (a + b), sin a, sin ê.dö; 
b^geyolg is 

Opp. A D' B' C' = R^ ^^ sin (a +b). f (^ — 6) sin 6. d 6. 

sm o j ^ 

Stel T — tf = € , dan is 't oppervlak 

= R^ . ■■ siniaA-b). f e sinsd e. 
sinb J^ 

De integratie geefb ons 

Opp. AD'B'C' = ;rg»'^"*°-^";S^ + ^>.. . . (6) 
'^^ smb ^ 

Het gezochte oppervlak O, dat door den cycloide-boog en 
den stilstaanden cirkel wordt ingesloten, is gel^k aan tweemaal 
het oppervlak der figuur AD' B' C' vermeerderd met het 
oppervlak van het bolsegment O' B' D'; bggevolg 

r\ o rt^sin^ a.sin{a-\-b) , o oa /i \ /ttt\ 

= 2tV R^ : — ^ — ' — - + 2 «■ ic^ (1 — cosa)=^. . . (III) 

s%n o 

= 2ir R'^ ; — ; — \sin (a + 6). (1 + cos a) 4- «m 61 = 

sin o 

= 2vR^{\-cosa) p^(l+co«a)+{co5^a+co«a+l)!.(7) 

\ tg o j 

Rolt de eene k^el binnen den anderen, dan wordt (in) 

Sin O 

en dus is het oppervlak van den bol, tusschen beide cycloide- 
bogen begrepen, gel^k 



svn?' a 



2Ti2^ A--T-(2«m6.co«a)4-2(l-co«a) ==4;ri2^(l-co«»a),(8) 

f sm o 1 

Is 6 = 90°, dan is het oppervlak, door een cycloide-boog 
en den cirkel ingesloten, 

2 TT R^ \\ — cos^ a\; 

en voor a = 90^ is het oppervlak gelijk 2^i2^ \cotgb'^\\, 

N. A. V. w. I>1. XVI. 4 
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Bg de sferische cardioïde is a == & , dus wordt het oppervlak 
gelijk 

2w R^{1 — cos a) j 2 coa^ a-^2 co8a-\-l\; 

voegen w^ Lier nog b^ het oppervlak, dat door den stil- 
staanden kegel uit den bol gesneden wordt, dan vinden w^ 
voor het geheele oppervlak der sferische cardioïde 

4 T JB^ (1 — co8^ a). 



§ 7. De verlengde en de verkorte epi- en hypo-cycUnde, 

Wanneer men b^ een vlakke epi-cycloide een straal van 
den rollenden cirkel trekt, en hierop een punt aanneemt, dan 
beschr^ft dit punt, wanneer het buiten den cirkel ligt, bg 
de beweging een kromme l^n, die den naam van verlengde 
epi-cycloide draagt: ligt het punt binnen den cirkel, dan is 
de weg een verkorte epi-cycloide. 

Zg (Fig. 6) 0C = 6 en MC = a, terwijl BD = (j is, 
ZBMO = ö; dus is in aMOB 
r^ = (a + J)^ + (a + c)^ — 2(a + J)(a + c)co«tf. . • (9) 

hoog A C = boog D C , dus is -ZAOC = -ö, 

o 



ZBOM = r«-<ï>; 

O 



bggevolg 



^ b ^ ^ {a + b) — {a-\- c) C08 6 ^ ^ 

Nemen w^ in deze formule o negatief, dan vinden wg den 
vorm voor de verkorte epi-cycloide; voor c en a beide ne- 
gatief, dien der verlengde hypo-oycloide, en voor c positief 
maar a negatief, dien der verkorte hypo-cycloide , mits b 
grooter dan a is. 

Wanneer een punt zich met een gelgkmatige beweging 
verplaatst langs den omtrek van een cirkel, en het midden- 
punt van dezen cirkel een gelgkmatige beweging heeft langs 
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den omtrek van een anderen cirkel , dan is de weg , dien het 
punt doorloopt, een dezer kromme lijnen. 

Zg de straal van den stilstaanden B en yan den bewegen- 
den A^ terw^l de verhouding der hoeksnelheden der beide 
bewegingen mm zg; dan is ^MOH = m)| en^GMB=nif. 

Z^n de bewegingen gelgk gericht, dan is ^ O M B = 
= (n — m)yi (Fig. 7) ; z^n zg tegengesteld, dan is ^ O M B = 
= (n + m)jf (Fig. 8). 
Noemen wg OB = r en ^BOH = (p; dan is in aOBM 

T^ = A^ + B^—2ABcos{n^m)ti en 

A mi (n'^m) vi 

tg x^=^ — , 

^ B — A C08 {n':^ m) y^ 

a? = Z!MOB en .» = ±|wi>j — $j; 

bggevolg 

, ^^ . A sin (n^m) ij 
tg(m}i — 0) = ± ■= . ^ TJ\ * 

Stel {n^m)ii = ±6 zoo wordt 

r^ = A^ + B^ — 2ABco8ê 



en 



of 



. / ^ A ^\ A sin é 
, m . - ^iAsiné 



De kromme is dus een verlengde of een verkorte cycloide, 
waarbg is 

±-4 = a-|-c: J?=a + 6 en = r- 

' De baan is , wanneer de bewegingen gelgk gericht zgn , een 
verlengde of een verkorte epi-cycloide ; zgn zg tegengesteld 
gericht, dan is de weg een verlengde of een verkorte hypo- 
cycloide. Het teeken van c wgst aan, of de kromme een ver- 
lengde of een verkorte cycloide zgn zal. 

Is c = 0, dan is de baan een epi- of een hypo-cycloide; 
hiertoe moet A:B = m:n zgn. 

wat ons leert, dat in dit geval, de stralen van de cirkels 
omgekeerd evenredig zgn met de hoeksnelheden. 
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Noemen wg a + c = ƒ en a + 6 == ö- üi* (9) volgt 

dr e f sin 6 
di r 

en uit (10) 

d0 a (e-^fcos6)fco8 6-'f^8in^d a _ e f cos 6 — /^ 

( (e— /C05tf)*j 

en bggevolg 

Idr bef sin ê b f sin 6 nnn 

r d^ "^ar^ - b e f cos 6 + bf^a e +p - (2 a + b)fcos 6~ ^ ' 

ZOCB = 180° — (.r + OBC), 
dus 

bijgevolg 

gtnOCB _ /gm^ 

co« O C B a — fcosê^ 

of 

a : ƒ = «m(0 C B — tf) : Mn O C B; 

^ O G B — ê moet gel^k z^n aan ^ C B M , zoodat nu in 
A B C M aan bovenstaande formule voldaan wordt ; met an- 
dere woorden, de normaal gaat altgd door het raakpunt der 
beide cirkels. 

Zign a en 6 onderling meetbare Ignen, dan zij hunne ver- 
houding p: q^ waarb^ p en q twee onderling ondeelbare ge- 
heele getallen z^n. Wg kragen nu een gesloten kromme l^n. 

Uit de formule bl^kt, dat r hetzelfde bl^fi, wanneer 6 
met eenige malen 2 tt toeneemt. De anomalie neemt nu , 

telkens als i met 2 t toeneemt, met — 2 ^ toe ; en bijgevolg 

zal de eene cirkel p-maal om den anderen moeten rollen, voor- 
dat het punt op z^n oorspronkel^ke plaats is teruggekeerd. 
De kromme l^n bestaat dan uit q gel^ke en gel^kvormige 
takken. 

Deze verschillende takken zullen elkander sneden, en w^ 
zullen nu de plaats van de knoopen bepalen. 



of 
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Opdat de voerstralen van twee punten gel^k zallen zgn, 
moet cos 6 = cos 6' zgn of 6' = 21 ir — 6] en opdat de anomaliën 
gelgk zullen z^n, moet 

bggevolg 

^- -q ^'-17* 

E kan alle geheele waarden hebben van O tot 2 ^ — 1 toe, en 
dus zullen de knoopen gelegen zgn op de Ignen , die het opper- 
vlak van den stilstaanden cirkel in 2q gelgke sectoren ver- 
deden. Het aantal der knoopen , die op elke Ign gelegen 
zgn, hangt, behalve van p, nog van a, 6 en c af. 

Deze Ignen zgn tevens Ignen van symmetrie. De opvolgende 
knooplgnen maken met elkander hoeken, die gelgk zgn aan 

^9r. Brengen wg het punt, waarvan af de anomalie geteld 

wordt, over naar een knooplgn, die een even aantal malen 

^ ir van het oorspronkelgk beginpunt van telling afligt , dan 

big ven de formulen (9) en (10) onveranderd. Wg vinden nu 
voor <J) en — (p dezelfde waarden voor 6 , welke evenwel in 
teeken verschillen; maar de waarden der voerstralen blgven 
gelijk. 

De andere knooplgnen zullen ook onderling overeenkomen. 
Brengen wg het beginpunt der anomalie over op de volgende 

knooplgn , dan is (p = $' + ^ » 

\? ? ^ (? I ^—fcosi 

Stel tf — T = >j , 

of 
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9 ^"t" ƒ cö« ij 
en 

r^ = e^-Uf^ + 2efco8}i. 
Voor (p en — (p voldoen dezelfde waarden van ^ , doch met 
verschillend teeken, de r's blflven dus weder hetzelfde. 

De kromme l^n kan slechts door den oorsprong gaan, 
als e=f is *); dan is 

r = 2 f €08 1^1 en tg {0 — - ii) = tg ^^i ^ 

dus 

<P — -^ = i^ of $= ^'l' ^ Ij ; 
q 2 q 

bggevolg 

«•^^/co,^, (11) 

Deze kromme Ignen z^n de voetpuntslgnen der epi- en 
hypocycloide ^) , want (fig. 1) 

ZOPD = |d. Stel ê = 7r — ti. 

Nu is in A O P D 

0P = p = {2 a-^-b) sin ^ê = p cos i 11 y 

ZPOD' = ;K = i, + |, = ^,; 
dus 

Laat men nu uit den oorsprong loodl^nen neer op de nor- 
malen, dan vormen de opvolgende voetpunten ook deze 
kromme Ign. Wg hebben toch (fig. 1) in A O C K 

OK = (F = bcosiê 

^K0K = x = y + l6 = ^^ê, 

of 

1>Z 



ff = bcos 



2a + 6* 



1) DUREOB. Schlöm. Zeitschrift für Math. and Phys. Teil IX, S. 209. 

2) ECKABDT, Zeitsch. fiir Math. und Phys., Teil XV, S. 182. 
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§ 8. De verlengde en de verkorte eferüche cydoide. 

Ook op den bol kannen w^ verlengde en verkorte cycloïden 
beschreven. Brengen w^ door den as van den rollenden kegel 
een plat vlak^ en trekken wij door den gemeenschappel^ken 
top een l^n in dit vlak, dan zal elk punt van de Ign een 
verlengde of een verkorte sferische cycloide beschryven, al 
naarmate de l^n buiten of binnen de kegel ligt. Wg kunnen 
deze kromme ook beschouwen als de weg afgelegd door een 
punt gelegen op een kegelvlak, dat om zgn as wentelt, 
terwijl deze as zich met een gelpmatige snelheid beweegt 
langs een ander kegeloppervlak, dat denzelfden top heeffc. 

Om de vergel^king der kromme l^n te bepalen, zullen 
wg haar op de eerst vermelde w:gze laten ontstaan. Z^ de 
hoek, dien de genoemde l^n met het kegeloppervlak maakt, 
c, dan is in A MO B (fig. 9) 

coë ^ =s 000 (a -}- &)• <^os (a -f- c) + sin (a + 6). sin {a + c). cos ê (9) 
en 

cot {a + c). sin (a -j- i) = ««^ ^« cotg a: + co5 (a + ^)« cos ê ; 

stn d 
maar x=^ — <Pi terw^l ^ = 6 -r^ ; bggevolg 

sin o 

0^d — -^batg sin{a-{-c).stnê 

sinb ^ eos{a'\-c).sin{(i-^b)'-cos{ar-\^).sin(a-\'c)xosó 

voor c positief vinden wij de verlengde sferische cycloide, 
voor c negatief de verkorte sferische cycloide. 
Stellen wg weer a + 6 = « en a + ö = /» dan is 

d ^ sin ƒ. sin e. sin ê 

dé sin^ 



en 



d^ sina , , ^ cos e. sin f — sin e, cos f. cos ê 

dl ~ sinb **^'' sin^ ? "" 

sina cos e — cos f. cos § 

sinb sin^Z ' 

d^ sin^ ?. sin a-^- sinb. (cos e — cos ƒ. cos ?) 
d ^ sin b, sin f. sin e. sin ƒ. sin 6 

/d<py 

Wg hebben vroeger gevonden tg^ A =^ cotg^ ^ -]- It-^J en 
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w^ zallen nu A in dit geral bepalen. Na herleiding vinden wg 
tg^ A, sin^b. sin^^. sin^e. sin^ f. sin^ ê=co8^ f. sin^ h. sin} e, sin^f. sin H -j- 
-f- [sin^ ?. sin a -\- sin h. \cose — cos f. cos ?| ]^. 
Verder is 

sin'^ e. sin^f. sin^ 6 = sin^ § + 2 co« f. cos e. cos f — cos^ e — cos^f. 

Na substitutie 

tg^ A. sin^ b. sin^ e, sin^f. sin^ ê = \sin^ b — sin^ a\ cos^ f — 
— 2 sin b. cos f. cos $. {sin a -f- «*Vi 6. cos é) -\- {sin a + sin b, cos e)^. 

Nu is 

cos ^ = cos{e — ƒ) — 2 sin e. sin f. sin^ \ 6 ; 

stellen w^ dit in bovenstaande formule, dan wordt na 
herleiding 

tg^ A = {sin^ a — sin^ h) + sin a, cos a, cosecf. cos f. sec^ t ^ H" 

+ \ sin^ c. cosec^f. sec^ ^ 6. cosec^ \ 6, 

Verder hebben wg voor den normaalcirkel gevonden 
cos ^=8in {p + <J>). tg A; voor f = 6 is 

. , , ^v cosb * / . ^v cos^ b 

szn{p + (p)= ^ en ^ff M;> + 0) = ,^. ^ _ ,,,a ^ ^ 

bggevolg 

2 r J- /ft\ ^^* ^' ^^^ ^' ^^** ^ 

^ «rny. co»^a. «m^tf -{-^ ^^^ i^« ****öj. cosa. sin/, cosf-j^sin^ c 

Maar c=/ — a, en dus 

. , ^v «in d. «m ƒ. C05 b 

tg(p + (p) = j—. rS 2 

cos f, sin a — «tn ƒ. cos a. cos 9 

of 

sin a. cotgf= sin i. cos b. cotg (p -]- cp) -j- cos a. cos L 

Stel cos b. cotg (p + cp) = cotg € ; 

nu is € de hoek in een driehoek , waarvan a en ƒ de zgden 
zgn en $ de door deze z^den ingesloten hoek. e moet dan 
tegenover de zjde ƒ liggen. Dit vindt plaats in A B C M (fig. 
10), terwgl tochin /^D O C tg {p-\-0)='--tg {ISO-- ê) = cosb 
is. Hieruit blgkt, dat ook bg [deze kromme l^nen de normaal- 
cirkel alt^d door het raakpunt der beide kleine cirkels op den 
bol gaat* 
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Z^n sina en sinb onderling meetbare getallen wier ver- 
houding p: q is , dan kan men op dezelfde w^ze als b^ de 
vlakke cycloidale l^nen aantoonen, dat de kromme uit q 
gel^k en gel^kvormige takken bestaat. Bepaalt men nu de 
plaats der knoopen, dan vindt men op analoge wijze, dat 
deze gelegen z^n op de groote cirkels , die door den oor- 
sprong gaande , het boloppervlak in 2 g gel^ke tweevlakkige 
sectoren verdeelen. Eveneens kunnen wy nog aantoonen , dat 
deze cirkels lynen van symmetrie zyn. 

De kromme Ign kan alleen door den oorsprong gaan, 
wanneer «=ƒ is; tellen wg nu de anomalie van den eerst- 

volgenden cirkel van symmetrie af, dan is ^ = (J)'-|-^t, 

^iPü ^ P \ ^ {P/A \ ^1 sin f, sin 6 

15^ q ^ \q ) sinexoaf—cose.ainfxosQ 

Stel d — v = fij dan wordt 

q j co8f.{l-f'C08}i) cos f ^ 

en 

eo8 ? == cos^ f — «tn* ƒ. cos *i; 

bggevolg 

sin ^ ^ = sin f. cos \ ij (11) 

Uit deze beide formules (11) kan j^ niet geëlimineerd wor- 
den, zooals bg de vlakke cycloiden het geval was. 

[Dit opstel is reeds in bet najaar van 1887 door mg 
ontvangen. D. B. de H.] 
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Algemeene formules. 

In het tgdschrift Nouvelle correspondance mathématique j 
Tomé II et III heeft Brocaud getracht de eigenschappen 
op te sporen der l^n, beschreven door een punt dat vast 
verbonden is met eene kegelsnede, die zonder gleden langs 
een rechte Ign rolt. Ik heb getracht het onderzoek dezer 
Ignen meer algemeen te maken door 1^. het beschrgvende 
punt niet juist op een der hoofdassen te kiezen en 2°. door 
ook eenige gevallen te beschouwen, bg welke de directrix 
geen rechte Ign is. 

De gezochte kromme wordt bepaald op een rechthoekig 
coördinatenstelsel, waarop ook de directrix gegeven is. Het 
coördinatenstelsel , waarop de generatrix bepaald is , is in het 
algemeen scheefhoekig en verandert in stand ten opzichte 
van het rechthoekige stelsel. Twee verwante middellonen zgn, 
wanneer de generatrix een kegelsnede is, de assen en wel 
zoo gekozen , dat het beschrgvende punt op de |'-as gelegen is. 

^ en )f zgn de coördinaten van een punt van de directrix, 
welke voorloopig willekeurig genomen wordt, op het vaste 
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stelsel. De afstand yan het beschr^yende punt tot den oor- 
sprong yan het bewegende stelsel z^ p. $ en )ƒ , $' en vl zgn 
de coördinaten yan het raakpunt der beide gegeyen kromme 
Ignen, op elk der coördinatenstelsels. De door het punt be- 
schreyen l^n zal yerschillend zgn, al naar de z^de der 
directrix, aan welke de generatrix rolt. De normalen toch , in 
het raakpunt aan beide kromme lignen getrokken, kunnen 
in elkanders yerlengde yallen of samenyallen. Het eerste is in 
fig. l, het tweede in fig. 2 ondersteld. P en F zgn de be- 
schrgyende punten, PE en P'E' zgn de ?'-as yan de ge- 
neratrix. 6 E en B' E' z^n de normalen in de punten B en 
B', welke de raakpunten z^n. 

ff en 9' z^n de hoeken , die de gemeenschappelgke normaal 
respectieyel^k met de ^ en met de §'-as maakt. 

In fig. 1 is In fig. 2 is 

ZDBE = «-(r' + 180^ ZD'B'E' = «-(r' + 180°, 

ZDBC = «-er-^' + 90% ZlX B'0' = 90^-(ö--(r' + «), 
ZEPP = (r + (r'-90°; ZE'FF = 90<>-(tr-(/). 

^ en y z^n de coördinaten der roulette op het yaste coördi- 
natenstelsel. 

Nu is yoor fig. 1 

^1» = ? + j^' coB (ö^ 4" ^' — ^) — (p — ^') ^^^ (^ H" ^') » 

yu'=^yi'\-^ 9in (ö- + <r' — a) — {p — §') sin (o* + ö"'); 

en yoor fig. 2 J • • © 

0!% = ^ — j^' cos jö- — («•' — u)\ -\(p — §') cos (o- — ö-'), 
yi = ii — J^' sin \(r — (o*' — «) j _|_ (p — $') sin (a — o*'). - 

Hieruit yolgt, wanneer wg .2? en y differentieeren ten op- 
zichte yan den boog der generatrix, die ook gelgk is aan 
den doorloopen boog langs de directrix. 

d s d s d s Xdsas 

±^co«(«r±0±(|)-f)»tn((r±(r). j^ ± "^ 
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In deze formules, evenals in het onderstaande, hebben de 
bovenste teekens betrekking op het geval, dat de normalen 
in elkanders verlengde vallen , de onderste op het geval , dat 
zg samenvallen. 

Nu is 

d^ dtj 

stnv = -Y-' en cos ff = r- , 

as ds 

daar de normalen aan de gegeven krommen naar het krom- 
mingsmiddelpunt toe getrokken worden. Eveneens is 

/ rv ^5' . / dti' . 

cos ia — ff) = — ; — «171 a en cosa =z ; — stn a. 

ds ds 

Men heeft dus 

dx , cos ff'. co« j ö" ± (ff' — «) t cos (« — ff'Y cos (ff :t 9'\ 

-_=Mn(r=F \ ^^ ^ db ^^ t ^^ ^=F 

ds s%n(d sxn » 

=F j^±^'j[»'«n|<r±(^'-«)|-(p-5')«n(ff±0]. 

dv cos ff'. sin lflr±(ö^ — a?)) cos (a — ff').sin(ff ± o-') 

-^—COSff^ ^-. ^^ ^ ± ^^ ^^ ^± 

a s sin u sin u 

Hieruit volgt 

Z^ r de hoek, dien de raaklgn der gezochte kromme maakt 
met de X-as, dan is 

.__^^ >l' cos \ff±:{ff' --00)1 --(p--è')cos{ffd2<r') 

^ dx li' 8in\ff±.{ff'-(a)\'^{p^k')sin(ff±ff') ' ' * ^ ^ 

Z z:g nu de hoek , dien de normaal aan de gezochte kromme 
maakt met de X-as, dan is 

da 

Noemen wg de veranderlijke coördinaten van een punt 
der normaal x^ en y^ , dan is de vergelgking 

ia — a^)tgZ=zy—yi 
of 
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[$ =fc ^' co« jo- db ((t' — «)( =F (je> — f) C05 ((T ± (t') — ^J «^r 2 = 
sssfjdti^^ sin jo- ± (o-' — «)i T CP — 5') ^^ (^ ^ O — ïi' 
Na substitutie vinden wg 

(5 — a?J«^2 = if — yj. 

Wat ons leert, dat de normaal der gezochte kromme alt^d 
door het raakpunt der gegevene kromme Ignen gaat, wat 
trouwens te verwachten was, daar dit punt toch het oogen- 
blikkelpe middelpunt van wenteling is. 

Hiervan is het gevolg, dat wanneer men aan weerszoden van 
de directriz dezelfde kromme laat rollen , b^ hetzelfde punt der 
directrix te beginnen en met hetzelfde beschrgvende punt, 
de raakl^nen, in twee overeenkomstige punten aan de ge- 
vondene kromme Ignen en aan de directrix in het raakpunt 
getrokken, elkander in één punt sneden. 

Een deel der normaal is gelegen tusschen het beschr^vende 
punt en het raakpunt; noemen w^ dit stuk k, dan is 

k^ = ^''+{p- rr -2t,'{p^ r) cos co. 

Wg kunnen ook de kromtestraal P in elk punt der ge- 
zochte kromme bepalen, daarvoor gebruiken w^ de bekende 
formule 

éP"y dx éP X dy 
d 8^ da d 8^ d 8 

^=T[.,'««|^±(a'-«)t-(p-r)m(«r±0](fj±f^)=F 

=f(^±^'J b' co» |<r ± («r'-«)t -{p-k') cos {<t ± O] - 

idö" do"^ 
"r~ ± -^— 
a 8 d8 



(; 



^db^y b' sin \<r ± ((t'- «)\ -(p -|') «n {<t ± »')] - 

(18 0,8 1 

d(r dff' 
d8 a8 
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bflgevolg 

,^/d(T de 

Z.5 ƒ I 



\d8 da 
P = 



d(r dfr'\^ , ,Jd(r d(ry 



of 

P= *! ; (IV) 

± W coe (ff'-«)- 0»-f ) cos ff' j y-^ + P 

-±- 

waarin ^ en q' de kromtestralen z^n der beide gegevene 

krommen in het raakpunt. 

Om den hoek e te bepalen, dien de normaal der gezochte 

kromme in het raakpunt met de raaklgn aan de directrix 

maakt, hebben w^ 

, _, , »j' sin («•' — w) — (p — ^0 sin ff' 

cotg e = — to ((T — 2) = ± —, )-, { y- ■f^ r 

" ^ ^ ' H cos(ff —u) — {p — I') cos ff 

of 

»j' cos (ff' — «) — (p — ?') cos ff' 



stne 



vw' +(p ' k'f-u' {p - r) co« «t 

By gevolg wordt nu (IV) *) 



P= 



«tn« + A 



1 1 

9 9 



De kromme Ign zal een boigpunt hebben, als 

k = dt^L^8in€ (V) 

Raken de beide gegevene kromme lynen elkander inwen- 
dig , dat wil zeggen vallen de normalen samen, dan wordt 
P = voor q=zq'; de gezochte kromme heeft dan een 
keerpunt. 

Voor de lengte van een boog-element L vinden wg , als de 
normalen in elkanders verlengde vallen, 



ds 



1) Salmon Fisdlbr. Höhere ebene Garven, S 347. 
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en alfl zg samenTallen , 
ds 



Is nu qyq' dus -<-?, dan heeft men —— ^ = — 1 -\ k 

q q da (??J 

bg gevolg 

^ + ^•=2^ (VI) 

Is q alt^'d grooter dan q\ dan is de som der Ignen, aan 
weerszgden yan de directriz beschreven, onafhankelijk van 
den vorm van de directriz en tweemaal zoo groot als de Ign , 
die bg een even groote wenteling van de generatrix langs 
een rechte Ijjn zou doorloopen z^n. 

T ^/j d Li lil IJ7 

Is nu 7 < ö , dus -; — = + - — -f] ki 

da [9 9) 

dan is 

Ldu dLi_2 
da -da ~ <i^ ^^^^ 

Nu is dus het verschil der l^nen, aan weerszoden der di- 
rectriz beschreven, onafhankelgk van den vorm van deze 
kromme. Gedurende de beschouwde wenteling mag de vorm 

7 niet van teeken veranderen. 

9 9 

Raken de generatrix en de directrix elkander altgd , terwgl 

zg congruent z^n, in overeenkomstige elementen aan, dan is 

d L' 

--—-! = O ; b^ gevolg is dan hu tweemaal zoo groot , als de 

d a 

l^n bg een even groote wenteling langs een rechte l^n be- 
schreven. 

Om het oppervlak te bepalen, dat ingesloten wordt door 
de kromme l^n, de directrix en de normalen aan het begin 
en aan het eind der beweging , kunnen wg ons dit oppervlak 
verdeeld denken in kleine vierhoeken (Fig. 3), waarvan da 
de eene z^de is en de normalen der beschreven kromme, die 
door de uiteinden van da gaan, de aanliggende zgden zgn, 
terw^l de vierde ziijde het boogelement van de gezochte 
kromme is. 
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Verdeelen wg nu den vierhoek A B C D in twee driehoeken 
ABC en ACD, dan is AD = AC = BO = A. 

Verder is Z C B A = 180° — e, en stellen wfl Z D A C = 5; 
dan ia het oppervlak van een vierhoekje ^Pi-^^k dasins. 

Baken de beide krommen elkander uitwendig, dan is 

hy inwendige raking is 

5 = d= (d (T — d (t'). 

Het geheele oppervlak — ingesloten tusschen de beide kromme 
lynen, beschreven, door een punt b^ de wenteling der kromme 
aan weerszoden vau de generatrix, en de normalen b^ het 
begin en b:g het eind — is dus altgd geligk aan 

— S \^' ^^^ {^' — ^) "4" (p — ?') <^o^ ^'1 ^^ + 

+xt»»'='+(/>-r)*-2V(p-r)co««u<r'. . (VIII) 

Binnen de grenzen der integraal mogen evenwel de gegeven 
krommen geen keerpunten vertooneh. 

Hieruit bl:ykt, dat het gezochte oppervlak onafhankel^k 
is van de directrix, en dat het alt^d tweemaal grooter is dan 
het oppervlak, ingesloten door de kromme l^n, beschreven 
door het punt der generatrix bij een even groote wenteling 
langs een rechte l^n ^). 



A. De generatrix is een ellips. 

Laten de beide halve verwante middellonen p en p' en de 
coördinatenhoek co z^'n. Nu is 

?' = p cos 6 en vf ^ p' sin 6 , 

waarin 6 de excentrische anomalie voorstelt. 

p kan zoowel grooter als kleiner dan p' z^n. 

Zgn de halve hoofdassen der ellips a en fe, terwgl ^ de 
excentrische hoek tusschen de assen p en a is , dan heeft men 



1) Men kan deze aitkomst ook zaiver analytiscli verkrijgen; de bovenstaande 
afleiding ben ik aan Prof. Lorentz verschnldigd. 
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p'2 = Q^ ^{^ ^ 4" ^^ ^^^^ ^» 
en 2 p p' coa « = (6^ — a^) «m^ t//. 

Verder is 

cos o- djf' P 



(a) 



(6) 



en 



^ 1 

ds 



co« (« — ö"') = -L rr— «in « = — p sinó, sin a ^, 
^ ^ ^ ds c?« 

co» O" = r— stnco = — p cos 9, sin u -;— : 

ds ds 



. ..(c) 



en 



- = ppsincc.[-) (d) 

Ten slotte vinden w^ ') 

[Têj-idïJ+m +^rdTd'^"' = 

= p^ sin^ 6 + p'^ <JOS^ ö — 2 p p' «in ö. oo« tf. co« «. 

Is het beschr^yende punt op de hoofdas gelegen, dan 

wordt 

p^=^a\ p^ = b en « = 90**. 

De formules (IV) en (V) worden nu 

P z= jp'^ sin^ ^ + (/> — P <^^^ ^y — 2 p' (p — p cos 6) sin 6. cos oo\^ : 

r 

i, , ^. l/(p'^ cofi^ ^ + P^ «iw^ 6 — 2 pp' cos 6. sin L cos oa) 
=Fp (p-pco«tf) j j ^ + 

+ \p'^sin'^6 + {p — pcos6Y — 2p'{p — pcosd)sin6.co8(a\ (IV*) 



en 



|p'^ sin^ 6 -{-{p — pcos éy — 2p' {p — p cos 6) sin i. cos a = 
.p'{p — pcosê) 1 



1 1 

-db- 
? 9 

In deze formule is 
1 d(r' 



V I p^ «in^ d + p'^ cos^ ö — 2 pp'sint.cosi.cosu \ 



(V*) 



p p' «in 0) 



q' ds V/(p^ «in^ ö + p'^ co«^ ^ — 2 p p' «in tf . cos é. cos w)^" 



l) ScHLÖMiLCH. Competidium der hoheren Analysis, S. 385. 
N. A. V. W. DL XVI. 
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Formule (VIII) geeft ons voor het oppervlak , bg een volledige 
wenteling der ellips, 

/29r 
(p — pco8 ö)di-\r p p' sin co X 
o 

/^^ p'^ sin} ê -\- (p — p €08 $y — ^p {p — p cos 6) sin 6. cos a 
p'^ cos^ ^ + P^ «iw^ ^ — 2 p p sin 6. cos ö. cos « 

of 

= 2p p sinuA l d6-\- 

'^p^ sin^ ^ + p^ + P^ cos"^ 6'-\-2 p p' sin 6. cos ê. cos co j 
p^ cos^ ö + p^ «ïw^ 6 — 2 p p sin 9, cos 6. cos co 



+ƒ 



r dl 

^j p'^ cos^ ^ + P^ sin^ 6 — 2 p p' sin 6. cos 6. cos co 



n dx 

= 2 pp' sinco. (p^ + P^+P^) I -72 ö — ^ . 2 2 5 

bij gevolg 

= 25rp* + 25rp'^ + 29rjt>^ (VHI*) 

Dit leert ons, dat dit oppervlak alt^d gel^k is aan twee- 
maal de som van de oppervlakken van drie cirkels, wier 
stralen de halve verwante middellonen en de a&tand van 
het beschrgvende punt van het middelpunt zgn. 



I. De ellips rolt langs een rechte lijn. 

De rechte l:gn zy de X-as van het vaste coördinatenstelsel ; 
tot oorsprong kiezen wg het punt, waar de §'-as de X-as 
bg het begin der beweging sngdt. Nu is o* = 270° en ^ is 
gelgk aan den boog der ellips tusschen het raakpunt en het 
sngpunt van den omtrek der ellips met de as, waarop het 
beschrgvende punt ligt. 
Bg gevolg wordt (I) 

x = ^-\- vi' sin {<r' — a) — {p — ^') sin a\ 
y= — Ij' cos (o"' — co) — {p — ^') cos o"'. 
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^ is negatief, daar de ellips tegen de positieve richting van 
de X-as inrolt. Nemen wg de positieve richting der X-as nu 
in overeenstemming met de richting, waarin de ellips rolt, 
dan wordt 

a? = ? + jy' atn (« — v) -\- (p — ^) sin o*', 
y = — j^' cos {a — a) + ( j» — ?') cos o*'. 

Deze formules kunnen ook rechtstreeks uit eene figuur af- 
geleid worden. Zullen wg bepalen, welke toppen de kromme 
l^n ten opzichte der X«as kan hebben, dan moet de ordi- 

d v 
naat y haar maximum of minimum bereiken, dus -=-^ = Ozün. 

d s 

d y dv! • ,. / . , ,x dff' 

^ = — rp- cos f w — ö- ) — 1^ s%n\(ü — fT)- 

ds ds ^ 'ds 

— (p — ^)s%nv -z r— cosa- = O ; 

ds ds 

en dus volgens (c) 

j^' sin (« — <^') = — (p — ?') sin <t\ 
Deze formule is, zooals te verwachten was , de voorwaarde , 
dat de loodlgn , uit een willekeurig punt op de raakl:gn der 
ellips neergelaten , zoo klein of zoo groot mogelgk is. Zg zal 
haar minimum bereiken, als deze loodl^n juist door het raak- 
punt gaat (Fig. 4); — haar maximum, als zij door het punt P' 
gaat, dat op dezelfde middellgn evenver van het middelpunt 
der ellips als het punt P (Fig. 5) gelegen is. 
In A P C R en in A F C' R is toch 

>j' : I' — p = sin (t' : sin (co — ö*') 
of 

vi' sin (« — 0-') = — {p — $') sin o*'. 

Transformeeren wg dezen vorm, door 6 in te voeren, 

vf sin 00, cos (r' = {y{ cos co — p -f" ?') sin «•', 

VI s%nco = {yi cos co — /> + 5 ) -, — r cotq co , 

' \p sinco \ 

p'^ sin'^ co, 5m ö = ( p' sin ê, cos co — p -\- p cos ö\ \ptgê — p' cos co\^ 

p'^ sin 6. cos 6 = p p' cos co, {sin^ 6 — cos^ 6)—ppsin6-\-p^ sin ê, cos ê -f- 

-^ p p cos a>. cos 6 (1) 

üit deze vergelijking moet 6 bepaald worden; wanneer 
wij invoeren tg i ê , dan vinden wy ten opzichte van deze 
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onbekende een vierdemachts^vergelgking , die in het algemeen 
niet is op te lossen. 

Voor den hoek, dien de raakl^n aan de kromme getrok- 
ken met de X-as maakt, vinden wg volgens (III) 

vl sin {u^(r')-\-{p — g^) sin <r' 
^ ^'co8{a — (T') — {p^è')co8<r' ^ ^ 

Voor ö = TT wordt ö-' = « dus tgT = — cotg g>. Dé raaklgn 
staat dan loodrecht op de bewegende g'-as. 

Om te onderzoeken, of de kromme Ign ook buigpunten 
heeft, moeten wg (V*) gebruiken; dan vinden wg 

\p — p cos ê\ \p^ sin^ 6 + p'^ cos'^ 6 — 2 p p sin ó. cos 6. cosco\ = 
= p \ p^ sin^ 6 -\- {p — pcosóy — 2y (p — pcosê)sind.cos u\. (3) 

Ook uit deze vorm is 6 in het algemeen niet op te lossen. 
Den kromtestraal P kunnen w^ door middel van (IV*) 
vinden 

P= \p'^ sin^ i-\-{p — P cos 6y — 2p' (p — p cos 6) sin ö.cosco\i: 
|p'^ sin^ ó-jrip — pcos éy — 2 p' (p — p cos 6) sin ó. cosco\ — 

(p^ sin^ 6 + p'^ cos'^ 6 — 2p p' sin 6. cos 6, cos a) | (4) 

Voor 6 = 2n7r is P= /^^~^}\^ : 

P(P — P) + P^ 

voor « = (2n+l)^5ris P= ^' "^ ^^' 



X 



Voor de lengte L van de baan , die het punt b^ een \ren- 
teling van de ellips beschr^fb, vinden w^ 

L = fW^ + (p — ?')* — 2 „'(;>- f) co« «|i d <t' 
of 

J ^ p^ s%nB + p^ cos^ ö — 2pp cos 6. sin 6. cos a ^ ^ 

Voeren wg tg i6 = x in , zoo wordt 
tg^ L = pp^sinuyC 

-p)^-Hp - p)pVQg«. J?+2(2/^+p^-p^)^^-4(jp+p)p Wa>.3?^+(jp+p) V]^c?^ 



I [(p-p) 
tg o 



ip^w^ + p'^ (1 -*y-4pp'cos«.;r(l— X») ^^^ 
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Voor het oppervlak , dat ingesloten wordt door de kromme, 
de rechte Ign en de normalen b^ het begin en b^ het eind 
van een wenteling der ellips,* vinden wg volgens de formules 
(VIII) en (VIII*) 

= 5rp^+9rp'^ + 9rp2 = 9ra^+T6^ + 9rjE>^ ...{!) 

Het gezochte oppervlak is dus gelgk aan de som van de 
oppervlakken van drie cirkels, van welke de halve hoofd- 
assen en de afstand van het beschr^vende punt tot het mid- 
delpunt de stralen zgn ^). 

Passen w^ deze formules op eenige b^zondere gevallen toe. 



1. Het beschrijvende punt ligt op den omtrek der ellips. 

In dit geval wordt p = p. 

De vergelgking (l) , die ons de toppen leert vinden, wordt nu 
p'* sin d.cosê=—p /j' cos a. cos 2 — p^ sin ê. (1 — cos ö) -f- p p' cos co, cos d, 
2 p'^ sin f 6, cos \ 6. cos 6 = 2 pp' cos co, sin y d. «in | ö — 2 p^ sin 6, sin^ y 6 ; 

bggevolg sin\6 = Q ^ dus tf = 2 A t. 

Dit is het geval, als het beschr^vende punt in de rechte 
Ign komt. 
Verder is 

p'hos \6,(cos'^{ è — sin^^6)=ipp'cos co.(Zsin\6 — 4«m^ }^) — 2p'^.sin^{ dxos^6 , 
bg gevolg 
p'^cotg^ ió — Spp'cosc^. cotg^ {6-\-{2 p^—p'^) cotg {6-\-pp' cosoo=zQ. 

W^ moeten onderzoeken, wanneer deze vergel^king drie 

bestaanbare wortels heeft. Stellen wg 

p 
cotg ^6 z=zy '\"-, cosco ^ 

P 

dan vinden wg 
y^ -f- { — ^ 1 — 3 -Tj cos^ ca j y-|- 2 -73 sin^ co, cos « = 0. 

Zullen de wortels bestaanbaar zgn , dan moet 
(^2-ry^sin^cocoscoj ^ — (^^ -1 - SJ^ cos^coj <0, 

1) Nouv. Corr. Math. Tomé III, p. 11 en Jacob Sieinbb's Gresammelte Werke. 
2ter Bd. S. 186. 
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of 

27 p« dn* « — 27 /»« sin" « — (/* + /)*)' + 9 (p'» + /)*) p* «in» a — 
— 27 (p'» + p*) p* «««*•« + 27 p« «in» « < O, ' 
_ (p'ï + pï)' + 9 (p'» + py p» «in* » — 27 p'» p* «i«« « < 0. 

Na invoering der hoofdassen vinden w^ 

flï Ai a* b* 

PP 

bggevolg 

, (g^ + by — 9 g^^ (g^ + P) + 27 a" 6^ 

'^ ^ ^, (g^ + 6^)^ 

Zal p bestaanbaar z^n, dan moet de ielier positief z^n. 

Dit is altgd het geval, want men kan baar overbrengen in 

den vorm 

t(g^ + by — 4i g^^p + 6| g* 6*. 

Z^ g de kleinste halve as , dan moet p > *a zyn , dus 

2 ^ . ^g» — 5g«6^+15gH* — 5gn» + 6« , , 

a'<p'< (^ripj^p , . . W 

bijgevolg 

8 g« — 12 g* 6^ + 6 a^ 6* — 6 V O, 
of 

2 g2 — 62 < O dus 6 > g v/ 2. 

Zal de kromme lijn drie toppen ten opzichte der X-as kun- 
nen hebben, dan moet de langste as der ellips grooter z^n 
dan de kortere as vermenigvuldigd met i/2; of wat hier mee 
overeenkomt 6^ — g^ > g^ , dat wil zeggen , de liniaire excen- 
triciteit moet grooter z^n dan de halve korte as. 

De grenzen van p zgn door de formule (a) bepaald. 

De vorm (3) wordt in dit geval 

(1 — cos ê) \p^ sin^ 6 -j- p'^ co8^ 6 — 2 p p sin ê. cos d, cos ai\ = 
= p'^ sin^ tf + P^ (1 — <^os ^)* — 2 p p cos u. sin $. (1 — cos 6). 
De vergelgking is deelbaar door 1 — cosê ^ dus 6 = 2 k^. 
Dit z^n weer de punten in de X-as. Verder is 

p^ sin^ 6 -\- p"^ cos^ ê — 2 p p' «m 6. cos ê, cos a = p'^ (1 + cos ê) -|- 

+ p^ (1 — cos ê) — 2 p p sin i, cos co , 

p2 ^Sin^ 6 — 1 4- C05 ê) + p'^ {cos'' « - C05 « — 1) + 

+ 2 p p' cos u. (1 — cos 6) sin d = O , 
of 

p'Ug^i6-j-8pp'cosco.tg^S-}-\2p^-4p'^itg^6-{2p^-\-p'^) = 0. 
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Deze vergelgking heeft altgd twee onbestaanbare wortels, 
de beide andere wortels zullen bestaanbaar zgn, als de kromme 
drie toppen ten opzichte der X-as heeft« 

In de punten, die in de X-as gelegen zijn, is de kromte- 
straal P = O , dit zgn dus keerpunten. 

Voor de lengte van de Ign, beschreven bg eene wenteling 
der ellips, vinden wg volgens (6) 

j._. , . [^^"^ xdx V\p ^2pp' coè^.x-^- p^ ^^1 



2. Het heachrijvende punt ligt op een hoofdas. 

De vergel:gkingen der kromme zgn nu 

^ = ? + 't' coa ö-' + (p — S') sin Ö-', 

y = — it' sin ö"' + (p — I') CO8 7', 
Voeren wg de waarden voor ?', vi en »•' in, dan is 

ƒ-// 2 'tA X r!i 'LA\jA (P—a^)8inê.co8Ö—ap8inê 
Vip?- exn^ ê 4- b^ cos^ 6) dé— ,// 2 - 2ii 1 ?.a — 277— 

b(a — p cos é) 



\/{a^8in^6+b^co8^ê) 
Is jt> > a , dan zullen verschillende takken der kromme l^n 
elkander sngden; w^ zullen de plaats van deze knoopen 
bepalen. 

Voor twee punten x^^ y^ en x^^y^ moet x^ =^2 ®^ Vi^^Vi 
zgn, bggevolg 

a — p CO8 6 a — pco8 è' 

\/\a' — {a'' — b^)co8^6\ = v^ t «' — («' — 6') coa^ *' f 

a^ J2 

Stel 5 — = P, dan moet 

ar 

{a-p cos dy (1 — l^ co8^ ê') = {a'-p co8 6' f (1 — V cos'' ê) , 

^2a{co8ê — C08 6')-i-p(co8^ 6 — cos^ ê') + 2a P {cos i.cos^ ê' — 

— cos ê\ cos^ ^) = O ; 

bggevolg kan cos 6 = cos V en dus d' = 2 n t — ö, 

of ook 

— 2 a 4" p {<^os ê + cos ê') — 2 a P cos ê. cos ê' = 0. 
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Aan deze vergel^king kan niet voldaan worden door be- 
staanbare waarden voor ê en d\ daar of cos 6 of cos t' grooter 
dan 1 zou moeten zgn. 

Zal ^1 = x^ zgn, dan moet 

/.//2 -aü I ra i a\ j a {b^-- a^) sin 6. COS Ó -\- a p sin ê 
Q ' V{ar svn?'i'\-lr cos^Ü) 

At 

ƒ.// 2 • 2ii/ I ra 'iAf\jAf lP — a^)sin$\cos6'-{-apsiné' 
\/{a^stn^6' + b^cos^ê')d6'- ^ — ,.\ . . ., , . ' ^^,. . 

Na substitutie 

p (ft^ — a*) C05 ö. sin 6 -^^ pa sin i 

"■ Via" sin^ Ó + b^ cos^ 6) ~ 

V/(J* co«* * + a^ sin^ è)d6— ( V{b^ cos^ 6 + a* «in^ «) d tf. 
o •/O 

Noemen wj het vierde gedeelte van den omtrek van de 

M — — sin^ój d6, dan 

hebben w^ volgens de theorie der elliptische fiinctiën 

(b^—a^)cos6.sind4-pasinó n i xr C y/ i • i/ i n iA\jA 
— - — // a . »^ . iT o >.x =inbK— I y/la^siuH-^bhosH^dé. 
Via^sin^d-^-b^cos^é) •>' o 

Substitueeren w^ dit in den vorm voor x^ dan vinden wg 
voor de kuoopen 

x=2nbK. 
Dit leert ons, dat deze punten altgd liggen op lynen, die 
loodrecht op de X-as staan, en die van elkander verw^derd 
zgn op afstanden, gelgk aan den halven omtrek der ellips. 
Formule (1) geeft ons ter bepaling van de toppen 

b^ sin6.cosd=i — pasini -\- a* sin ê, cos 6. 

Hieraan voldoet «in d = O, bggevolg d = n w; 
en 

a is de as, waarop het beschrgvende punt is gelegen. 

a* — 6* 
Zal cos 6 bestaanbaar zgn, dan moet voor a>i, p< , 



voor a < 6, /? < 



73 

b^ — a^ 



a 
Voor de toppen is 

O 

en 

y = a — p ofy = a+p. 



/»7 
(a^ 5m^ d 4- ft^ co8^ êydd = 2nbK 



n er nog twee toppen, dan is voor deze y = b 1/ — 5 — h%' 



3. fii?* uiteinde van de hoofdas is het beschrijvende punt. 

Nu is p = a , dan geeft formule (1) 

b^ sin 0. cosé =: — a^ sinê -^ a^ sin 6, cos ê ; 

bggevolg is weer sin6 = 0j dus ê = n7r; 
en 

cos 9 = 



a^ — b^ 

Deze laatste waarde is bestaanbaar , als 6^ > 2 a^ , zooals 
wg reeds vroeger gevonden hebben. 

De ellips, die in fig. 6 aanleiding geeft tot het ontstaan 
der afgebeelde kromme l^nen, voldoet aan deze voorwaarde; 
fig. 6^ geeft de kromme Ign, die door het uiteinde der 
groote as, en fig. 6 B die, welke door het uiteinde der kleine 
as beschreven wordt. 

De coördinaten der toppen zign 

voor i = n T, wordt a!=2nb K en y = oi y = 2a; 

a^ b^ 

en voor cos 9 = —5 r^, y = — , 

a^ — b^' ^ Vb^-^a^ 

Ook is het nu mogelgk de buigpunten te vinden. 
Formule (3) wordt toch 
(1 — cos i) \a^ sin'' 6 + b^ cos^ Ö\=P sin^ 6 + a^l^ cos ê)\ 
dus is 1 — cos 6 = o{ 6 = 2 n ?r. Dit zgn weder de punten 
in de X-as; en verder is 

a^ — (a''^b^)cos^6 = b^l + cos6) + a^{l -co^tf), 
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(a* — 6») eo8^ ó — ia"" — P) co« d + 6» = O ; 
bggevolg 

voor het -\- teeken is cos 6 ^ 1 

cos ó moet grooter z^n — 1 of — l<i — i 1/ — 2 72"' 



»>i/'^^'. 



9a^ — 96^<a^ — 56^ of 2aV^'; 
6 moet grooter z^n dan a v/ 2 , zal ê bestaanbaar z^n. De 
gevonden waarde voor ê kunnen wg nu in y en <^ r sub- 
stitueeren. 

Voor den kromtestraal vinden wfl door middel van (4) 

voor Ö = 2n9r, P=0, 

> d = (2«+l)>.T, P = (^l+^\ 
De lengte L van een tak der kromme wordt nu volgens (6) 



J o 4 a^ ^2 + 6^ — 2 6^ ;c2 + 6^ ^*' 
Stel 6^ -\- a^ x^=y^j dan is 



ƒ00 



2/^^y 



b ft^(6* + 26^a^-3a*) + 2y^(2a*-a^5^-ft*)+JV 



4. -öie* brandpunt is het beschrijvende punt. 

In dit geval is a > 6 en p = o, wanneer a^ — &^ = c^ is. 
Om de toppen te vinden, hebben wg volgens (1) 
b^ sin ê, cos 6 = — ac sin 6 -}- a^ sin 6, cos 6 , 
^n 4 = O, dus tf = i 9r ; 
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en C05 d = - > 1 : dus, zooals te verwachten was, altgd onbe- 
c 

staan baar. 

De kromme heeft dus twee toppen , waarvoor 

x=z2nbKeïïy = a — c of y = a-\- c. 

De formule (3) om de buigpunten te vinden, wordt 

(a — c cos 6) (a* sin* d + i» cos^ S)=a j6* sin^ d + (c — a cos êy\ 
of 

(flr — c cos ó) (a* — c* cos^ ê) = a{a — c cos êy 

\^ gevolg cosi = -; deze waarde is onbestaanbaar ; 

c 

en a-{-ccos 6 = a oï cos 6 = dus tf = (2 n + 1) |^ t. 

Elke tak der kromme (fig. 6(7) heeft dus twee buigpunten. 
Door formule (2) kunnen wg den hoek t vinden, dien 
de raaklgn, in deze punten aan de kromme getrokken-, met 
de X-as maakt. 

ft* cos 6.sin6-\-(c — a cos 6) a cos 6 , c 

^ ba sin^ 6 — (c — acos6)hcos6 b' 

Voor deze punten is 

a! = {2n-\'l)bK^c en y = b. 
Voor den kromtestraal in elk punt vinden wg volgens (4) 

a \b^ sin} ê + {c—a cos 6y\^ 

~ —{a — c cos i) {a^—c^ cos^ ^) + « f** «^^^ ^ + (c — « ^^^ ^Yi' 
De lengte van de normaal 

k=V\b^sinU-{'{c —acosêy\. 
Wg vinden nu 

1 1 _'-{a'-ccos6) {a^—c^ cos^ 6)-\- 2 a {a—ccos êy _ 1 
Pk a{a—ccosdy a 

Ten gevolge van deze eigenschap kan de figuur , die ontstaat 
door de wenteling van deze kromme Ign, een evenwichts- 
oppervlak zijn voor een vloeistof, waarop geen uitwendige krach- 
ten werken. Aan dit omwentelingslichaam heeft Platbau ^) 
den naam van Onduloïde gegeven. 

Voor den kromtestraal in de toppen vindt men 

1) Plat£AU. Statiqae des liquides. Vol. I. p. 83. 
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voor d = 2n«' P = -{a — c), 

c 

voor « = (2n + l)x P=^-{a-\-c). 

c 

Voor de lengte van een tak vinden wg volgens (6) 



/TT 
- 



dd 



-\- e cos 6 
Stel is=20, dan wordt 

J Ja + e) cos* 0-\-(a — c) sin* <p 

bg gevolg L = 29ra (j3). 

De lengte dezer l^n is dus gelgk aan den .omtrek van een 
cirkel, die de halve groote as tot straal heeft; en z^ is b^ 
gevolg onafhankelgk van de korte as. 

Het oppervlak 



5. Het middenpunt is liet beschrijvende punt. 

Nu is p = O (fig. 6. D). 

Voor de toppen vonden wg door formule (1) 

6* sin 6. cos tf = a* sin 6. cos 6 

hieraan wordt voldaan voor sin2ê = of d = ^ n t. 

Elke tak der kromme heeft dus vier toppen, en de coördi- 
naten van deze punten zgn 

x = nb K en y = a en y = b. 

Formule (3) wordt in dit geval 

a* sin^ d + 6» cos^ 6 = b^ sin* ö + a* cos* 6 , 
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w 

bg gevolg 

a* co« 2 tf = 6* C05 2 « en 2 ^ = (2 n + 1) | t. 

Elke tak der kromme heeft dus ook vier buigpunten. De 
coördinaten ^) van deze punten zgn 

a! = bE\L{2n + l)\T\ en y= l^j^ . 

K a* + 6' 

Uit formule (2) vinden wj 

** — «' ... 
tg r = ; — cos ö. 5tn ö , 

^ aft 



big gevolg is in een buigpunt 

t9r = : 



c* 



2a6 
In de toppen is de kromtestraal voor 



a' 



Voor de lengte van de kromme, bg een wenteling der ellips 
beschreven, vinden w^ volgens (5) 

L = 4:ab I ^ >...', ,, Tir-d^' 

J ar sxv? ö + 6* co«' i 

Zg j — ==P en -j-=Z^ terwgl wg er altgd voor zorgen 

(jb dl 

kunnen, dat O < A* < 1 is ; dan wordt 
dus 



-ƒ 



1/(1 — P sw?' d) 



o 
= 4 6 1(1 + i') n («; A, «) - -F(A, 6)\ (y) 



]) Nouï. Corr. Math., Tomé 111, p. 6. 
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IL De ellips rolt langs een cirkel. 

De ellips kan den cirkel uitwendig of inwendig aanraken ; 
op het eerste geval hebben in de volgende beschouwingen 
weer de bovenste, op het tweede de onderste teekens betrek- 
king. Het middelpunt van den cirkel wordt tot oorsprong 
gekozen. 

Nu is I = J? co« (p en j^ = i? sin Cf> , 

terwijl (r = 180° + (p is. 

x = RcosCp:3^vi' cos \(P±{(t' — ^) t ± (p — S') cos {(p ± ö-'), 
t/ = J? «m (J) ip y! sin 1$ ± (<r' — «) j ± (p — $') sin ((p ± o"')* 
Voeren wg poolcoördinaten in, waarb^ 

x^=rcosx 6n y = rsinXj 
dan wordt 

r^ = i2*-+ (p -- ^y + ,,'* — 2 ,^' (ji? — r) C05 « =F 
=f: 2 )^' i2 cos (o-' — «) ± 2 i? (p — f) C05 (t', 

. r sin Cp. cos X — ^ co« Cp. sin x 

^ ^ r cos (J). co« % + ^ ^*w 0' «*w ;^; 

j^' sin (o"' — a) — {p — J') sin (T 
R'^vl cos (d' — «) ifc (p — 5') cos O"' 

Tellen wg de anomalie van een punt af, waar de bewegende 
?'-as den cirkel in het raakpunt snijdt, dan is de boog tus- 
schen een raakpunt en het genoemde punt gelyk aan den boog 
op de ellips. Noemen w^ dezen boog B^ dan is 

B , y{ sin (o"' — co) — (p — ?') ^in tr' 

"P^-r^ — igtg 



R ^ ^ R^yi'cos{(r' — a)dz{p^^')cos(T' 

Wg zullen nu onderzoeken, wanneer de voerstraal r een 
maximum of een minimum wordt, dan moet dr = z^n. 

K-r-cosUa — fT)^Rvi sinyoi — ff) -r—'^^K-z—cosff qi xt (» — §)5ino- -r-; 
ds 'ds ds \r f ^^ 

b^ gevolg moet na substitutie z^n 
ö = \P{p — 9 cos 6) sin 6 -|- /* cos 6, sin 6 — p' p cos co, sin^ é — 

— {p — pcos ê) p' COS ê, COS a\ — ^ R — \}j' sin{u — (T')-{-{p — ^^) sintT^ \ ^ 

(z s as 
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of 
0= |p {p'-'pco8$)sin ö ■-{- p^ sin i, cos 6 -]- p p cos a.{co8^ ê —siri^ 6) — 

i/d ê\^ i 
l^B p p sinu.l —j I . . . . (1') 

Aan deze vergel^king wordt voldaan, als 

p {p — p cos ê)sinê'jr p* sin 6. cos6 '\- p p cos a, (cos^ 6 — sin^ 6) — 

— pp' cos 6, cos a = 

is. Deze vorm komt geheel overeen met den vorm (1) en 
geeft aanleiding tot overeenkomstige beschouwingen. 
Rolt de ellips buiten den cirkel, dan kan nimmer 

l + Rpp'sinco.(^J=0 

zgn, daar ^ positief is. 

Evenwel kan zeer goed, wanneer de ellips den cirkel in- 
wendig raakt, 

1 — ie p jO stna. ( ^ J = v 

zgn. Nu is 

, . /dóV dtf' 1 
p p smai^-] = -3- = - , 
\ds/ ds q 

waarin q' den kromtestraal der ellips voorstelt. De voorwaarde 
voor een top wordt nu R=q, maar wanneer a>6 is, dan 
heeft men bij een ellips 

of 

a o 

Ligt dus de waarde van R tusschen den grootsten en den 
kleinsten kromtestraal der ellips, dan heeft de kromme nog 
twee toppen. 

Wg zullen voor deze punten i trachten te bepalen. Brengen 
wg de vergel^king in den vorm 

p* sin^ ê + p'* cos^ ê— 2 p p' sin 6. cos 6. cos u = l^iJ* p* p'* sin^ m. 

Substitueeren wg hierin de vergelgkingen (a) en e voor 
i -{- \p , dan vinden w^ 
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a» sin* s + b* cos* 6 = 1^^ JJ> a* b* 
en 



cos* e = z r^ï . 

a* — b* 

Deze waarde van « is das onafhankel^k van de plaats yan 
het beschr^yende punt. Zal s bestaanbaar z^n , dan moet aan 
de boyenyermelde voorwaarde yoor R yoldaan worden. 
Voor de buigpunten yinden wg door de formule (V*) 

P' (p—pcosê) 



V{p^ sin} 6 -\- p'^ cos* 6 — 2 p p^ sin ê. cos 6. cos «) 



= • . . (2') 



il p p' sinoi i 

R^ V{p^ sin* 6 + p'* cos* 6 — 2 pp' sin 6. cos 6. cos aY j 
X tp* *^w* ^ + (/> — pcos6Y — 2 / (j9 — p cos 6) sin 6. cos a\. 
De kromtestraal P kan nul worden, wanneer de ellips en de 
cirkel elkander inwendig aanraken, als 

^= T- = -, of R = q. 

B ds q^ ^ 

Dit is dus het geyal in de hierboven gevonden b^zondere 

toppen. Deze punten z^n dus keerpunten. 

Om op deze kromme Ignen de formules (VI) en (VII) te 

a* b* 
kunnen toepassen, mag R niet gelegen zgn tusschen -r- en — • 

Ook nu zullen w^j enkele b^zondere gevallen onderzoeken, 
evenwel zgn de vergelgkingen slechts in de eenvoudigste ge- 
vallen op te lossen, daar alt^d een machtsverhefiSng moet 
vermeden worden. 



1. Het beschrijvende punt ligt op een hoofdas. 

In dit geval zullen wg de plaats van de knoopen bepalen. 
Voor twee punten zullen in een knoop r = / en \p = \p' zijn 

r* = R*-}-p*-2ap cos 6 + a* eos^ 6 + b*-b* cos^ 6zt2bRX 

a — pcos 6 
X \/\a* — {a^--b^)cos^6\ ' 
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= 12* + p* — 2 ap C08 a + a} coè^ j' + 6^ — i>coa* ^' ± 

^ ^ * ^ 1/ta* — («* — 6*) co«* «'I ' 
Hieraan wordt voldaan door co« = co^ d', 

dus tf' = 2 n?r — tf. 

Zullen de ;f/'s gelgk z^n, dan moet 






, |ap — {a} — 6*) C08 6\ sin 6 

~^^^B ]/\a^8in^6 + b^co8^ê\ —b^a^pcosd) 



.0' 



•^ o 

, jötp — (a* — è*) cos ê' \ sin é' 

Substitueereh w^ hierin de waarde voor 6\ dan vinden w^ 

i Ao» «n» $ + b* cos* 9)^ d ê — ^ Ka» «m» < + 6' co«» d)' «f fl = 
n , . I«P — (** — b*)eoe 6\ tini 

Het eerste lid dezer rergel^king is gel^k aan 
4:nhK 2 /•* 



~1 f V/(a'«tnM + 6»co«M)dtf. 



B^ gerolg is in een knoop 

2nbK 
^ R-' 

Zgn de omtrekken van de ellips en van den cirkel onderling 
meetbaar, terw^l hunne verhouding is t\s^ dan is 

4:sbK=27rRt, 

bfl gevolg 

tv 
^ s 

De hoek tusschen twee opeenvolgende knoopl^nen is dus 
gelijk aan -; bg gevolg zgn de knoopen gelegen op de Ig- 

o 

N. A. ▼. W. Dl. XVI. 6 
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nen, die het oppervlak om het middelpunt van den cirkel in 
28 gelyke sectoren verdeelen ^). De gevonden knoopl^nen zgn 
tevens l^nen van symmetrie. 

üit de formule (T) volgt, dat de toppen gevonden worden 
voor 

9 = n'7r en cos 9 = -i ri« 

a* — 6* 

Wg vinden dan voor 

ür» Tï_i_/ \ , 4: nb K 

B = Zn7C^ r = Ii^(a — p) en y = — p — ; 

i = {2n-]-l)7r, r = R±{a+p) en ^p = (2n+l)^^; 

voor ê = bg cos -j- — r^ » in het geval , dat deze bestaanbaar is, is 

of 

p—p* 



v°^ 



y or — b'- 

Voor de plaats der buigpunten geeft ons formule (2') 
b{a — p cos ê) Il ab 



\/{a^ sin^ 6 + b^ cos^ 6) j i? "^ Via" sin'' ó + b^ cos^ iy 

X\b''sin^ó-{-{p'^acosé)^\ (2") 

Voor den kromtestraal volgt uit formule (IV*) 
P = (62 sin^ ê + {p--acosê)^\i: 
b {a — pcos ö) 1 

^ Via" sin^ $ + b^ cos^ 6) 1 ab " + 

R \/{a^ sin" 6 + 6^ cos'' 6f 

+ t*^ si'n} ê + {p-^acos 6Y\ (30 



2. Het brandpunt is het beschrijvende punt. 
Nu is a > 6 en /?* = a* — 6* = c*. 



1) Nieuw Archief XVI. bl. 53. 
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De Yoerstralen der toppen worden dus voor 

inbK 



d = 2nw, r = R:iz(a — c) en tp = 



R 



Ö==(2n+1)T, r = R±{a + c) en ^p ={2 n+ 1)^^. 
De yoerstralen der keerpunten worden 

r» = fi* + 2 a* — 3 i^a* 6* i2* — - (a» — i^a* ft* i^M^ 

a 

Wij zullen nu onderzoeken, of de kromme buigpunten yer- 
toonen zal. 

Formule (2'') geeft 

, b(a — CC08 6) 11 aft 1 , ,. , 

± — ^^ —■ = ^ d= r (« — c C08 ^)^ 

(a^ — c^ €08^ 6)^ I -^ (« — c^ cos^ ^)^ ) 

± ft (a^ — c^ co8^ ^) ^^ » (^^ "" ^^ ^^^^ ^)^ (a — c c(?« d) ± a ft (a — cco5 tf). 

Deze formule is deelbaar door a — cco8 6^ wat geeft co«d=— , 

e 

welke waarde onbestaanbaar is. 

Wg hebben nu nog 

1 



s 



± ft c co« d = ^ (a* — c* C05* d) 

il/ 

of 

E" ft» c» co«* (J = (a* — c* C05* «)^ 

a* 
Stel co8^ 6^=x en -^ =**, dan krggen wg de derde-machts- 

c 

vergel^king 

/ 7?» A*\ 

;r» — 3 «* ar» -f (3 «* +il^j j; — ««zznO. 

Nemen wg nu « :^ y + '*» <1*'^ vinden wg 

De coëfficiënt der eerste macht van de onbekende is altiyd posi- 
tief, bg gevolg alt^d slechts een bestaanbare wortel. 

Nu moet bovendien O < a: < 1 zgn ; 
voor a? = wordt de vorm negatief, 
voor ^ = 1 wordt zg j — ft* + ^* c* t ^* ; 
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bg gevolg is zg negatief voor 6* > J? c , en de kromme heeft 
geen buigpunt (Fig. 7) ; zij is positief voor 6* < üJ c , dan 
heeft de kromme een buigpunt. 

(Fig. 8 , de Ignen d, a. a, en b. b. b.). 



Het middelpunt is het beschrijvende punt. 

Nemen wg 6 > a. In dit geval is p=0. 
De toppen zullen nu volgens (1') gevonden worden voor 
é = n\v, en wel 

voor ^ = 2n|7r, r = i2=ta en \^ = 2n -^- ; 

voor tf = (2w+l) ^9r, r = B^b en ;/^ = (2n+ 1)-— -. 

De afstand der keerpunten, wanneer deze voorkomen, tot 
het middelpunt is 

r^ = ü;a + a^ + ja — Sl^aH^iü^ 

Bepalen w^ nu, wanneer de kromme buigpunten vertoo- 
nen zal. 

Formule (2") geeft ons 

tab (b^-a^) cos2ê = ^ \PsinH'\-ahos^ê\ \/{a^sinH+b^cosH)^, 
=ha6 12 (6^ cos^6+ a^ sin^é)-'(b^ + a^)! = 

= 4 t (a^+f>^) - (i' cos^ 6 + a' sin^ 6) \ \/{a^ sin^ 6 + b^ cos'' èf. 

Stel Vip} sin'' 6 -\-b^ cos^ ê) =y ^ dan is 

±Rab\2y^^{a^ + P)\r:=\{a^ + b')-^f\y' 
of 

y5_(^2^j2)y3-t2JKa6y^qFi2a6(a* + 6^) = 0. 

Beschouwen w^ eerst het geval, dat de ellips buiten den 
cirkel rolt, dan hebben w§ 

ƒ _ (a^ + 6^) y 3 + 22 a 6 1/^ — i? a 6 (a^ + 6^) = 0. 

Deze v^fde-machtsvergel^king heeft hoogstens drie positieve 
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en twee negatieye bestaanbare wortels; want, welk teeken wg 
aan de ontbrekende termen geven , w^ vinden altgd drie varia- 
ties en twee permanenties. Aan de vraag kunnen evenwel slechts 
voldoen die waarden van y, die tasschen -|-& en J\-a gelegen 
z:gn , terw^l w:g 6 > a zullen onderstellen. De negatieve wor- 
tels vervallen dus. 

Verminderen wg de wortels met a, door voor y te substi- 
tueeren y + a, dan vinden vrg 

+ a^\2a''—Sb^ + 4tRb\y-ab\aH + R{P-^a')\=0. 

De beide laatste termen z:gn negatief. De vierde term kan nega- 
tief of positief z:gn, maar als de derde negatief is, dus voor 
6^ > 9 a^j dan is de vierde ook negatief, bg gevolg heeft de ver- 
gel:gking maar ééne variatie , dus eene positieve wortel. Ver- 
minderen w^ nu de wortels der vergel^king met 6, door 
voor y te substitueeren y-\-by dan heeft men 

y' + 5 6y* + (9 i* — a*) ƒ + ft (76* — 3 a* + 2 JB a) j/» + 
+ 6*(2ft»^3a* + 45a)y-a6)a6*- i2(6> — a>)j =0. 

De laatste term zal positief zgn voor a <CR — n — 5 ^® voor- 
laatste term is dan eveneens positief, want nemen w^ het 

a 6* 
ongunstigste geval R = j-^ ^i dan wordt deze term gel^k 

2(a>-6*)» + a^ + 3a>&> r. . . , ., 

—^ rr-^ — z-^ . De derde term wordt nu 

o' — ar 

— ^^ =j — Ï-— , bij gevolg positief. De vergelgking 

heeft dan slechts permanenties, en w^ vinden dus een be- 
staanbaren wortel tusschen a en 6, en de kromme heeft een 

buigpunt (Fig. 8, e. e. e.). 

jj a* 

Voor a > JB — j-^ — heeft de laatste vergelgking nog altgd 

één variatie; dus ligt er geen wortel tusschen a en ft, en de 
kromme l^n heeft geen buigpunt (Fig. 8 , d.d. d,). 

Beschouwen w:g nu het geval, dat de ellips en de cirkel 
elkander inwendig aanraken, dan is de vergel^'king 

y5 -. (a« + 6>) y3 -. 2 iZ a ft y* + iZ a ft (a> + ft») = 0. 
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Welke teekens w^ aau de ontbrekende termen geven, altgd 
heeft men drie permanenties en twee variaties, dus hoogstens 
twee positieve wortels. Ook deze moeten liggen tnsschen + « 
en H~ ^ ) 6u daar de negatieve wortels buiten beschouwing 
bleven, vinden wij voor 

3/ = 00 1 ƒ (y) is positief; 

y = 6, fiy) = — a6ta6* + i2(6* — a*)i, dus negatief; 
y = a, f{y) = — ab\ba^ — J? (6* — a*) ( , dus positief of negatief; 
y = 0, f(y) is positief. 

Een positieve wortel ligt dus alt^d tusschen 6 en oo , de an- 
dere zal liggen tusschen i en a, als 

ba^<R{b'-a') of i2>J^. 

De kromme Ign heeft dus een buigpunt (Fig. 8, c. c. c. en ƒ.ƒ.ƒ.). 

ba* 
Voor jK < z-^ j heeft de vergelgking geen wortel tus- 
schen a en 5, en heeft dus de kromme geen buigpunt. 
Voor de kromtestralen in de toppen vinden wg voor 

ê^2n^7r, p = ________; 

^ ^ ^ f ' =F i2 a» + 6 a* ± 6» i2 



III. 2?e ellips rolt langs een congruente ellips^ terwijl 
overeenkomstige elementen elkander aanraken, 

W^ vinden door middel van formule (I) de coördinaten der 
gezochte kromme ^ wanneer w^ in deze stellen 

? = €'; VI en yi'\ fT = ts' en « = 90°; 
dus 

^ = f -f- J^ m 2 flr — i^p — ^) C05 2 (T, j ,^ 

y = yi — VI cos 2 fT — {p — ?) sm 2 o*, i 

Dezen vorm kunnen w^ nog transformeeren door § — /> = !" 
en X — p = x' te stellen ; 
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Door deze bewerking hebben w^ den oorsprong verplaatst 
naar liet punt der directrix, dat overeenkomt met het be- 
schr^vende punt bg de generatrix. Bepalen wg voor een 
kromme f{x^ yj de voetpuntslgn ten opzichte van een be- 
paald punt, dat wg als oorsprong aannemen, dan moet elk 
punt der voetpuntsl^n voldoen aan de vergelgkingen 

xtgfr=y, {x^ —^)tgT = y^—y. 

Bggevolg x = ^\'\^^ ff i want tgT = — cotg 7 , 

dus X'= , • — = X. cos^ ö" + Vi sin o*, cos v , 

V = '^, — = Vi sxn^ (f -\-x. B%n o*, cos o- ; 

^ cotg 7 + tg iT ^1 ' ^ ' 

dus zgn de coördinaten 

2 X = x^ -\- y^ sin 2 (T -\- x^ cos 2 ö", | /t###\ 

2 y = t/j — yj coa 2 O" + J?i «m 2 O", I 

Zgn nu de directrix en de generatrix gel^kvormig met de 
kromme ƒ (a?i yj, dan zgn in de vergelgkingen (I**) en (I***) 
de o-'s gel^k. De gezochte kromme Ignen zullen dus ook 
gel^k zgn, als ?''= J ^j en j;= J-y^; dit is het geval, als de 
parameters van de eerste de helft zgn van die van de laatste. 

Hieruit blijkt dus, dat de voetpuntsl^n eener gegevene 
kromme, ten opzichte van een bepaald punt , de baan is, be- 
schreven door het overeenkomstige punt van een kromme, 
die gelgkvormig is met de gegevene, doch wier parameters 
de helft van deze z^n , on die rolt langs een Ign , die met 
haar congruent is, terw^l alt^d overeenkomstige elementen 
elkander aanraken ^). De oorsprong van het coördinatenstelsel 
is het punt, waaruit de loodlgnen worden neergelaten, dat 
is het punt der directrix, dat overeenkomt met hetbeschrg- 
vende punt der generatrix. 

W^ zullen ons slechts bepalen tot eenige opmerkingen om- 



1) Jacob St£IN£b's Gosammelte Werke. Uter Bd. S. 167. 



88 

trent een paar bizondere geyallen. Z^ het middelpunt het 
beschrgyende punt, dan geeft ons Q*) 

2ab^ cosê 2 b a* sin 6 

^'^a^sin^d + Pcos^i ^^ ^ ~ a* sin^ d + b^ cos^ 6' 

Bg gevolg 



of op poolcoördinaten 

r = 2 \/(a* «tn* + 6» cos^ 0). 

Deze laatste yergelgking geefb aanleiding tot een eenvou- 
dige constructie der kromme (fig. 9). r is namelgk gelgk aan 
den yoerstraal van een ellips , waarvan 2 a en 2 6 de halve 
assen zgn, en (p de excentrische anomalie. Heeft men r op de 
bekende wgze geconstrueerd, dan zet men hem af op eenlgn, 
die met de X-as den hoek cp maakt. 

De toppen ten opzichte van de y-as, vinden wg aldus 

dx o Al (^* "l" ^* ^^** ^ — ^* ^^^* ^) *^** ^ ft 

dl ^ (a» sin' 6 + 6* cos^ èf ' 

dus voor «iwtf = 0, of 6=nirx 

en voor cos' $ = rr r, of stn' $ = -r^ r-. 

o* — a' b' — a» 

Deze waarden zgn alleen bestaanbaar als b> q ]/ 2 is ^). 
Bepalen wg de lengte jL der kromme Ign , dan vinden wg 

of 

L = 8b\{l + P)n {l. k.^TT) — F{k. i 9r)t; 

hetgeen overeenkomt met de formules (VI) en (y). 

Yoor het oppervlak, door de kromme ingesloten, vinden wg 

O = 2 T a* H- 2 ;r 6* = 4 T V*. 

Dit oppervlak is dus gelgk aan dat van een cirkel, die een 
der gelgke middellonen van de generatrix tot straal heeft. 

Uit formule (I*) volgt voor de baan, door een brandpunt 
doorloopen, 

t/> + (^ + c)* = 4aS 



1) Zie bl. 69. 
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dus, zooals te verwachten was, is de baan een cirkel, waar- 
van de halve groote as der ellipa de straal is. 

Voor het oppervlak van dezen cirkel vinden wg volgens (VIII) 

. O = 2 T a* + 2 9r 6* 4- 2 ;r c* = 4 ;r a*. 

De omtrek is gelgk aan 4 7a, hetgeen weer overeenstemt 
met de formules (VI) en (j3). 

Ten slotte bepalen w^ de baan, die door de toppen der 
ellips doorloopen wordt; deze kromme komt overeen met de 
voetpuntslfln der ellips ten opzichte van een der toppen. 
Aangezien deze lijn evenwel minder bekend is, zullen w^ 
haar iets nader beschouwen, üit formule (1*) volgt, daar 
p = a is, na substitutie der waarden voor ^, ); en o-, 

2 6» cos tf — 6> cos^ ê 4- a* sin* 6 
a* «m* 6 -\-b* cos* d ' 

bg gevolg 

rt -. cos 6. (1 — cos 6) 
a* svn* ö 4- 6* cos* 6 
Verder vinden wg 

rt - , sin6A\ — cos 6) 

t/ = 2 a* o ^^ ^— « 

^ a*sin*6-\-b* cos* 6 ' 

dus 
^ =%tg 6 en \{x — a)*'\-y*\* = 4 a* {sec 6 - 1)* {x — a)*. 

Stel X — a = Tcos^ en y^^rsin^^ 
dan wordt 

r + 2 a co« (J) =s 2 v/ 16* sin* (p-^a* cos* Cp\. 
Om de toppen te vinden hebben wg 

— = 2 \}i cos 2 ff -\- 2 {a — ^) sin2(r\ -r— , 
CL s ds 

bg gevolg moet 

ï^ (1 — 2 sin* flr) + 2 (a — f) cos <r, «fn o- = O 
zgn, of 

b sin 6, {b* cos* 6 — a* sin* d) + 2 ft a* (l — cos ó) cos 6. sin d = O , 
dus sin 6 = 0^ bg gevolg 6 = 0^ en =180^ 
Nu is y = O en ^ = a of a? ^ 3 a. 
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Verder is 

(6* — a») co8^ ê + 2a*co8ê — a^ = 0, 
hetgeen ons geeft 

COS 6 = ■ - . 

Zullen de beide waarden bestaanbaar zgn, dan moet &>2a zgn. 
Voor deze punten is 

a^ — P ^ 6« 

X = —z r- 01 X — a = 



a^ — bt - - - a + 6 
en 

Voor a! = a is tf = O of = 1 9r; dan is y == O of y = 2 ft. 
Om de buigpunten te bepalen, hebben wfl volgens, formule (V) 

tj sina — (a — ^)co8<r = k^, 

q 

Na substitutie 

\ah8inH--ah{\-co86)co86\^=2al^^^^ 

(6* — a*) C05* « = 2 J» + 2 6» C05 <J + a» — 2 a* oo« d , 
(6* — a») tcos* d — 2 co« d + 1 1 = 3 ft» , 

V (6* — a>) 
Het positieve teeken voldoet nimmer ; zal het andere teeken 
voldoen, dan moet 

of 

bij gevolg, zooals te verwachten was, 6>2a (fig. 10). 
Het oppervlak, door deze kromme ingesloten, zal zyn 

O = 4 T a* + 2 9r 6*. 
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B. De generatrix is een hyperbool. 

De hyperbool zg gegeven op twee verwante middellonen, 
die een hoek oo met elkander maken. Z^n de beide halve as- 
sen weer p en p\ dan is de vergelflking der hyperbool 

Stel ^' = p8ec6 en t]' = p'tgö; 

w:g vinden dan voor 

, „ d§' . 8in ê , dê 

^ ^ ds cos^ê ds 

dy^' . , 1 . dê ^ 

cos 7 = ;— 5in « = — p -. sma^r- 1 

ds cos^6 ds 



en 



/d sV 1 

\dl) ^cös^'ö '^* **^* tf + p'* + 2 p / sin 6. cosu\. 

Verder is 

d^__ pcosê fdjy /diiV . j 
ds p' sin ca \d sj \d 6/ ' 

, . cos^ 6 
= — pp sinu : j , 

(p* sin^ d -f- p'* + 2 p p' sin 6, cos ay 

, , ,. p sin 6, cos « 4" P' 

sin {ca — (T ) = — ' 



sm O" = 



(p* sin^ d + p'* 4- 2 p p' sin $. cos «)i 
p' co« « -|- P ^^'^ ^ 



(p* «m* ö + p'* + 2 p p' «in 6. cos ca)^ 
Ook moeten wg nog opmerken, dat slechts die waarden 
van 6 aan een raakpunt van de hyperbool met de directrix 
kunnen voldoen, welke gelegen zyn van 90^ tot 180° en 
van 180° tot 270°. Laten wg de hyperbool langs een rechte 
l^n wentelen, totdat z^n asymptoot met de l^n samenvalt, 
dan raakt eveneens de andere tak der hyperbool aan deze IJn. 
Wentelt deze tak nu langs de genoemde directrix, totdat de 
andere asymptoot met de l^n samenvalt, waarna weder de 
eerstgenoemde tak een wenteling volbrengt, dan verkrjgt men 
doorloopende kromme l^nen. Werkel^k zullen deze Ignen niet 
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beschreyen worden, want de waarde ^ = 90° en ^-=270® 
zullen bg een eindige snelheid na oneindig grooten tgd be- 
reikt worden. 



I. De hyperbool rolt langs een rechte lijn. 

De algemeene formules (I) geven ons weer, daar o- = 270® is, 
X = hoog hyperbool -f- vi' sin (« — tr') -f" (/> — ?') *^^ ^'» 
y = — Jf' C08 (« — o') + (jt> — $0 C08 o*'- 

Na substitutie vinden w^ 

) — pp' sin è, tg 6 — (/? — p ««c S) p' \sinu 

* \/(p^ sin^ ö + /* + 2 p/ «ifi é. cos 0)) ~ 

, . p — pcos ê 
= — p sin cü J-. 

(p* sin* tf + p'* 4" 2 pp' sin 6. cos uy 
Voor tf = |9r of ==|5r wordt 

p p' sina 

^~~ {p* + p'*±2pp' cosuf' 
y nadert dus bg de beweging tot een bepaalde waarde, welke 
zg evenwel nimmer zal bereiken. De noemer van de gevon- 
den breuk stelt de diagonalen voor van het paralelogram , op 
de halve assen beschreven. 

Bepalen w^ den hoek, dien de raaklgn in deze punten aan 
de kromme getrokken, met de X-as maakt. Volgens (III) is 
(p*-(- p'^)tg6-\' pp'cosa.{tg6. sin6 -j- sec6) —p{p sinê + P^co^ «) 

p'sina.{p — p cos ê) 
Voor tf = |.T ofass|9r wordt «^ r =s oo , bg gevolg r=\T. 
De raaklgn staat dus in deze punten loodrecht op de rechte l^n. 
In de toppen der kromme l^n ten opzichte der X-as moet 
dy ^ .. 

dy f . 

-ff = — PP sinsfX 
(p* -f- p'*) sinê -{-pp' cos »+P P' ^*w* 6.cosco'-pcos$,{p sin ê-^-p'cosco) 

(p* «in* < + p'* -f- 2 p p' *tw ^« CM «)^ 
dus moet 

(p'+p'*)wni-j-pp'co««-|-pp'«n*tf.co«« — />co«tf.(pwntf-|-p'co««)=0. (1') 
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Deze vergel^king is weder in het algemeen niet op te losaen. 
Den kromtestraal vinden w:g door middel van (lY). 

P = !/* *9^ 6 + {p — P s^c êy — 2 /)' tg 6. {p—p sec 6)co8(»\i' 
:\\p'* ^9* ^ '^'{p — P ^^^ *)* — ^ p' tg i.{p — p sec 6) cos a\ — 

— ^^-T — (p* m' tf + p'* + 2p p' siné. cosa) ! , 

pCOS^ê ^ I r I rr /j 

of 
P= lp'* «in* ó-\'{pcos 6 — pY — 2p'sin6. {p cos 6 — p) cos oi\^ • 

: I cosi. lp'* «tn* 6 -{-(p cos 6 — p)* — 2 p' sin 6. {p cos 6 — p) cos u\ — 
_ p-^pcosd (^pi gi^t i ^ p'i ^2 p p' sinö.cos u)\ . . (4*) 

voor 6 = 2nT, is P = -^^-I^^-^^, ; 

pp— P^— P^ 

YooT ê = (2n^i)^, p= i^ƒ!^, ; 

PP + P +P 

voorê-(2n U^^ p_ (p'' + p'±2pp'cos^)i 
voor ö-(2n- !),«•, ^-^^(^, + ^,,^3 pp'co.«) = 

= - V(P" + P* ± 2 p p' co« «). 
P 

Valt de asymptoot met de gegevene rechte Ign samen, dan 
valt het middelpunt in deze l^n. Wij kunnen den afstand 
van de plaats, waar het middelpunt komt, tot het punt, 
waarin de top der hyperbool de rechte l^n raakte, bepalen. 
Deze afstand is toch gelijk aan het verschil in lengte van de 
asymptoot en van een halve tak der hyperbool. Dit verschil 
is , zooals bekend is , een eindige grootheid en wel gelijk ^) 

^=^^M2+V2;T + (274/T 



waann 

a 



k = 



V/(a* + 6*)* 
Deze punten kunnen wij dus bij benadering bepalen, waar- 



1) SCHLÖMILCH, Compendium, I Bd. S. 389 en II Bd. S 860. 
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door wij in staat zijn deze kromme lijnen te construeeren. 
Passen wij deze formules weer op enkele bijzondere geval- 
len toe. 



a. Het punt ligt op den omtrek van de hyperbool. 

Nu is p = — jO, en bg gevolg vinden w^ voor de topy = 0. 
W^ moeten onderzoeken of formule (1') nog andere toppen 
oplevert; deze wordt nu 

(p* -\- /*) sin ö -\- pp' cos co. (sin^ ê -\- 1 -\- cos ê} -^ p* cos 6, sin d = O, 

(p^+p^)sin\d+ppcos caxos{d.{^ - 2cos^ \i)-\-p''sin\i.{'2^cos^{d - 1)=0; 

b^ gevolg cos\6^= O, dus d = t. Dit zijn de punten in de X-as. 

2p'^sin\è,cos^\6-\-p^sin\è-\-pp cos(a.cos\6.{Z — 2cos^\i) = Q^ 

2pHg\6 + p'Hg\6.{tg^\6 + l) + pp'cosc^.{^tg'\6-\)^0. 

Stellen wg voor tg \ö= y\ zoo wordt de vergel^king 

P'* y ' + 3 pp cos a. y"" + (2 p* + /*) y' + pp' cos « = 0. 

Zg y' =^y -,cosoi\ dan vinden wg 

9 

/2p* , P^ \ P^ 

y^ + { -ji — 1~ 1 — 3 -Tj- co« « ) y — 2 -j^ cos a. sin^ « = 0. 

\ P 9 I P 

Zullen nu alle wortels bestaanbaar zgn, dan moet 

(2^co5«.«m»a;J + ^(2^ + l~3^co5*«J<0 

z^n ; of 

— (P* — py + 9 (P* - /*) P* 8in^ « + 27 /* p* «m* « < 0. 

Voeren wij nu in p* — p'* = a* — 6* en pp' sinco = ab , 
waarin a en 6 de halve hoofdassen der hyperbool voorstellen ; 
dan vinden w^ 

(a» _ 6^)3 - 9 (a* — 6*)» ^ — 27 ^ > O , 

P P 

of 

_ (a« — 6»)4 + p» (a' — Py _ 9 (a» — 6')> a» 6> — 27 a* 6* > O , 

dus 

, ^ g» + 5 g» 6* + 15 oH* + 5 g' 6* + 1» 
'' (g» — 6»)» 
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Hieruit blgkt , dat a > 6 moet zgn , anders wordt p onbe- 
staanbaar; overigens kan altgd aan bovenstaande voorwaarde 
voldaan worden, want p kan klimmen tot oo. Bovenstaande 
vorm geeft de kleinste waarde voor p. Voldoet p , aan de 
voorwaarde, dan heeft de vergelgking drie bestaanbare wor- 
tels, en dus de kromme in het geheel vier toppen ten op- 
zichte der X-as (fig. 11, a.a.a.). 
Voor ö = (2 n + 1) } ^ is 

9P' 



y = 



V (p* + /* ± 2 pp' cos a) 



h. Het beschrijvende punt ligt op de bestaanbare hoofdas, 

In dit geval is 67 = 90®, p = a en p =b. 
Formule (1') geeft ons nu 

(a* -\- 6*) sinö — pa sin ê, cos ê ^=0. 

Hieruit volgt sm d = O , bij gevolg ê = nT, 

a* + 6* 

en cos ê = . Zal deze vorm bestaanbaar znn, dan moet 

p a 

a> + 6* 

^ a 

W:g zullen onderzoeken of deze kromme lijn ook buig- 

punten hebben kan. Formule (V) geeft 

\b^ tg^ $ '{' (p -- asecêyi abcosê = b{'' acosê -}'p){a* sin^ ê -{-b^), 

a 6* sin^ $. cos 6 -{- a p* cos^ 6 — 2 a^ p cos^ ê -j- a^ cosê=: 

= p a^ sin^ 6 — a^ sin^ 9, cos t -}- p b^ — a 6* cos 6, 

a I jt>* - (a* + 6*) j cos^ê - a^pcosê + 2a(a* + b^)cosê - p(a*+6») =0. (2') 

Ook deze vergel^king is slechts in enkele gevallen op te lossen. 

Wij zullen het oppervlak bepalen, dat ingesloten wordt 

door de kromme l^n, de rechte Ign en de ordinaten aan het 

begin en het eind eener wenteling. 

Nu is O = J\/. das en dx='y dtr'^ dus O = J^y^ d tr'; 
bg gevolg is 

r^ o IL3 C^'^ip — acosiy , ,. 

O = — 2 a 6^ I )\ z r4ri cos t. d 6. 

J (c* — a* cos^ êy 
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Nu is 



. r cos^ódê b* 4- a* dn 6 , a*-b* , ^ /a . .\ 



en 



-^''Pj {c*-a^cos*êy — b^FT^é-bh^*^[b*^V' 

b^ geTolg is 

= ab^-±^:±^ + \p*-b* + a*\bgtgl + a*^T.{i') 

Bolt de andere tak der hyperbool langs de rechte l^n, 
terirgl het beschr^yende punt hetzelfde blgftf dan z^n de 
grenzen der integraal O en |^ t, en dus 

Bg gevolg is het geheele oppervlak 

= 2a'^7r. . (4') 

c 



e. De top is het beschrijvende punt. 

Nu zg p== — a (fig. 12, a.a,a.); voor de toppen is dan 

y = en y = 2 a. Voor de andere toppen geeft ons (1') 

a* + ft* 

sin6 = en cos ê^= -z — , doch deze waarde is onbe- 

a* 

staanbaar. 

Voor d = (2n+l)|;r is y^-^^^^^ (fig. 12, a'a'). 

üit formule (2') vinden wg 

ft» co«* ê — a* cos^ d — 2 (a* 4- ft*) cos tf - (a* + ft*) = 0. 

Deze vorm is deelbaar door co« d + 1 , bg gevolg tf = (2 n -|- 1) ^; 
en verder hebben wg 

J> co«* « — (a* + ft*) co« tf — (a* + ft*) = 0. 
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Deze Tergelijking geeft een positieven wortel, die niet voldoet, 
want dan is cos d > 1. De andere is 

nu moet 

of 4ft*>0; 

dus alt^d een bestaanbare wortel ; b^ gevolg heeft de kromme 

alt:gd een buigpunt. 

Voor Ó = 2n7r is P== f> , , , > ; 

2 a' + 6' 

voor * = (2 n + 1) 5r is P = O ; 
voor ö = (2 n + 1) f 'T is P = c. 



P= 



d. -ÉTeit brandpunt is het beschrijvende punt. 

Nu is p= — c en c^ = a^-\-b* (fig, 12, 6.6.6.). 
Wij vinden voor de toppen y = a — c en y=ia'^c. 

Formule (1') geeft ons nog sinê = en cosê = ; deze 

waarde is altgd onbestaanbaar. 

Voor $ = {2n+l)i^ is y = b (fig. 12, 6'. 6'.). 
Om de buigpunten te bepalen geeft ons formule (2') 

a* cos* ö-\'2accos 6-\-c* = 0y 

bg gevolg acosi -\- c = 0^ dus cos 6 = , eveneens onbe- 

Cv 

staanbaar. 

De kromtestraal in elk punt van de kromme is volgens (4''^) 

a |6^ tg^ê-\-{—c — a sec 6y\^ cos^ ê 

- \atgê.sin6'{i'-c-'asec6)\ \ahin^$+b^-\-a\bHgH+{'-'C-asec6y\cosH 

en de normaal 

k= \/\P *ƒ tf + (— c - a sec êy\ ; 

b^ gevolg is 

N. A. V. W. Dl. XVI. 7 
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11 — (— c— acoötf)|(c^— a^co«^<)j+2aco«tf.(aco«H c)* 1 

P ' A a{aco8$-\-cy a 

Deze kromme doet b^ een wenteling om de rechte Ign een 
lichaam ontstaan, dat Plateau ^) de Nodoïde genoemd heeft. 
Het gevormde oppervlak kan wegens genoemde eigenschap 
weer een even wichtsoppervlak zgn voor een vloeistof, waarop 
geen uitwendige krachten werken. 

Voor tf = (2 n 4- 1) J^ ^ is P = a. 

Om de lengte L te bepalen hebben w:g 

i = ƒ V{y,'^ + (p - m d <r', 
of 

C^ dó 

= ^2ab —r 7? 

J c-^- aco8 O 

bg gevolg 

r . .r"" d^ ^ 

J {c-jr a) cos^ h>-t(c — a) stn^ 

Voor het door de kromme l^n en de rechte Ign ingeslotene 
oppervlak vinden wig volgens (4') 

= 2 7raK 

Hel; oppervlak is dus altgd gelyk aan tweemaal het opper- 
vlak van een cirkel, die de halve bestaanbare as tot straal 
heeft , en is onaf hankel^k van de andere as ^). 



e. Het middelpunt is het beschrijvende punt» 

Nu is />:=0 en w:g vinden voor de toppen (fig. 12,c.c.c.) 
y := ifc a en a=z2n V; 
voor y = 0, dat is voor i = (2n+l)}9r, is a? = (2n+l)l^- 



1) Plateau, Statiqae des liquides. Vol. I. p. 120. 

2) Zie bl. 76. 
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Uit formule (1') volgt sin 6 = en cos 6 = oo, dus geene 
andere toppen. 

Uit formule (2') volgt 

— a(a* + 6*) cos^ 6 -\-2a{a* -{-P)cos 6 = , 
bfl gevolg co« ö = O en cos6 = ± \/ 2 ; deze laatste waarde is 
weder onbestaanbaar. 

Voor 6 = nn' ia P= -T* 

Volgens (3') vinden wg voor het ingesloten oppervlak 

= ab + {a'-b')bgtg^ (J) 

Is de hyperbool geligkz^dig, dus a = 6, dan wordt O =a*, 
hg gevolg gelijk aan het oppervlak van het vierkant, op de 
halve groote as beschreven. 



ƒ. Het beschrijvende punt ligt op de onbestaanbare hoofdas. 

Om de baan te bepalen van een punt, dat op de onbestaan- 
bare hoofdas ligt, verwisselen wij de §' en de )^'-as, dan is 

a^~ b^~ ^' 

Stel Yi' =^asec6 en f ' = — b tg 6 , 
bij gevolg is 
dvi' , sin6d6 d?' . ^1 d6 

T- = COS (T =a r-T- -1- en ^r- = «*W o- = 6 r-z -z— » 

ds cos^ 6 ds ds cos^ O ds 

terwijl 

^ = -^ Via'' ^in' 6 + b'). 
d 6 cos* 6 ^ ^ ' 

Wij vinden nu 

- , , , a* sec 6. sin 6 4-(p^btg 6)b 
..= boog hyperbool v/|a'.m'/+6M ' 

p sin 6 — b cos 6 

^"^ y "^ VWsin'6 + b'\' 

Voor d = is 2/ = + a; 

ü 1 • ap 
voor 6= \ TT IS y = —] 
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Voor tf = T is t/ = — a, 

voor ff=|T IS y=H — ^« 

c 

Om de toppen ten opzichte der X-as te vinden, differenti- 
eeren wij y naar 6 

dy {pcos6-\rh8in6){a^ dn^ 6-\-h^)--{p8in6 -'bco8S)a* sinê.cosd 

Voor den top moet das 

b pcosé-^ a^ 9in6-\-b^ sin6 = (i 
zijn, of 

Is het brandpant van de verwante hyperbool het beschrijvende 
punt (fig. 12 , d. d. d.) , dan is p^c, bij gevolg 

tgó= 



9 
C 



of 



Hieruit yolgt 

_ 2bc_ 



Verder is 



dx a cos 6, (p ainê --^ b cos 6) ' 



voor ö = nT IS ta t = — — ; 

voor d = (2w-j-l)|^ is *^t = oo, dus t = 90^ 

y ^ O voor p siné = bcos ê j dan is ook it^ t = oo , of t 
eveneens = 90^. De kromme lijn snijdt de X-as altijd recht- 
hoekig, onafhankelijk van p. 

Wij moeten nu nog onderzoeken , of de kromme lijn buig- 
punten heeft, üit formule (V) volgt in dit geval, want 

dff' ab /di\^ {painê — bcosê) , , . n . , , ov ■ 

) cos^ 6\d8/ b co8^ é ^ ' 



dê 



, a^ + {p co8Ó + b sinêy _ 
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— {psinê—b co8ê){ahinH -|_ 6^) -]-ft a^cos 6-\-bcos6.{pco86 -^b8indy=0. 
Onderzoeken w^ slechts het geval, dat p = c is, dan vinden 
wg na de substitutie van a^ = c^ — 6^, 

— c' sin^ S -j-Pc sin 6, cos^ tf + 2 ft c* C03 d = 0. 

Stellen wg tgó=y, en noemen wg - = *,dan hebben wg 

c 

y«_2«y>— <*y — 2«=0. 

o 

Stel y = Z'\-^tj dan vinden wg 

Een wortel is altgd bestaanbaar; zullen de beide andere 
ook bestaanbaar zgn, dan moet 

zgn, of 

dus moet: 

1593 < 0. 

Deze beide wortels zijn dus altgd onbestaanbaar ; bij gevolg 
heeft de kromme altgd één en niet meer dan één buigpunt. 

Er rest ons nu nog de kromtestraal te bepalen; volgens 
(IV) vinden wg 

b \a^ -}-{p cos 6 -}-b sin êy\^ 

—{psini — bcos i) {a^sin^ê -{-P)-\-b a^cosê-^-b cosö.ip cosi-^bsinê)^' 

Voor ê = n7r is P= ,^ , ' , ^ > i 

o* + a' -|- p* 

bc 
voor d = (2 n -j- 1) f ^ is P = — 

Is nu p = Cj dan vinden wg, voor tgê =: i 

ü 

•^ — 6» + c»' 

en Toor y = O is tg ê^-, dan is 

c 

jP = t/2 (6» + «»). 
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II. De hyperbool rolt langs een met haar congruente hyperbool^ 
terwijl overeenkomstige elementen elkander aanraken. 

Volgens de bg de ellips behandelde stelling zullen de 
kromme l^nen, die ontstaan bg de wenteling van een hyper- 
bool langs een met haar congruente hyperbool, weer voet- 
puntsl^nen zgn van een met haar gelgkvormige hyperbool, 
die tweemaal grootere parameters heeft. 

De baan , die een brandpunt b^ deze wenteling beschrgft , 
zal een deel van een cirkel z^'n, waarvan de groote as van 
de hyperbool de straal is. Het eene brandpunt doorloopt een 
cirkel, die tot vergelgking heeft 

{x — c)* + 2/* = 4 a*, 

en het andere een cirkel, die voldoet aan 

{x + cY+y^ = ia\ 

Beide cirkels worden evenwel b:g de wenteling slechts gedeel- 
tel^k doorloopen; laat men daarna de beide andere takken 
langs elkander rollen , dan krggt men volledige cirkels. Voor 
de punten, die b^ een eindige snelheid na oneindig grooten 
tgd bereikt worden, vinden w^ 

, 2ab 
^ c 

Het middelpunt beschrgft een kromme lijn, die den vorm 
heeft van een 8; evenwel wordt slechts de eene helft 
doorloopen, tenzij men ook de beide andere takken langs 
elkander laat rollen. 

De vergelijking dezer kromme is 

r> = 4 (a* €08^ (p — 6* «m* (p) , 

r wordt O voor <gr cp = -. 

Het oppervlak, door het doorloopen deel ingesloten, is 

0= fr^d(p = 4: \ {a^cos^(p-'b^8in^(p)dCp = 




= 4 I (a^ — c^ sin^ <p) d = 



a 



b 
O 



lOS 

= 2 (a^ — P) hgtg^-\- (a^ + l^) sin 2 (p 
of 

0=2ahJ^2{a^ — b^)bgtg 1 

Deze formule komt overeen met de formule (3). 

Voor a = 6 wordt O = 2 a*. 

De voetpuntsliJD gaat in dit geval over in de lemniscaat 
van Bebnouillï. Wij hebben het punt slechts de helft der 
kromme laten doorloopen, van daar dat wij ook het halve 
oppervlak vinden. De halve as dezer lemniscaat zou zijn 2 a 
en dus het oppervlak 4 a^ *). 



O. De generatrix is een parabool. 

De hoek tusschen twee verwante middellignen der parabool 
is 01, en de formule wordt 

i,'» = -2a'r, - 
waarin dus £' altgd negatief moet zgn. 

Wg vinden weer 

, df' . y{dni» 

cos{u — (r) = -=-stna= ., ,^ . — tj — ö-r"? : ' 

ds \/{yi^-\-a^ — 2yi a cos oi) 

en 

, dvi' . a' sina 

cos O" = r— sin « = — 



d s ~ Vin'^ + a'* — 2 n' d cos coy 

Hieruit volgt 

. , ,. a' — v{ cos ca . , j^' — a' cos « 

s%n{fi — v)^= . ,^ — 75 — Q f f r en «2710-=— 



V/(i;'2+a'^- 2>f' dcos «) v/(,;'2_|_^'2 _ 2^' ^co* «)' 

Verder moeten w^ nog opmerken, dat de boog van de 
parabool , van de top af gerekend , gelgk is ^) 

2 -^ 1"^^ — — :; 

^ f a a 



1) ScHLÖMiLCH, Höhere Analysis. Bd. I. S. 379. 

2) SCHLÖMILCH. Höhere Analysis. Bd. I. S. 386. 
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I. De parabool rolt langs een rechte lijn. 

De algemeene formulea zullen weer zijn 

X = boog parabool + 'f' **^ (« — ^) + (p — 5') sin «■', 
y= — ^ C08 (u — c') + (i> — S') C08 (r\ 

Slechts twee gevallen zullen wg onderzoeken. 



a. ^<$^ brandpunt is het beschrijvende punt ^). 

Nu is « = 90® en p = — | a , bg gevolg worden de coör- 
dinaten 



1) De drie lijnen, die door de brandpunten der kegelsneden bg de wenteling 
langs een rechte l^n beschreven worden, hebben een gemeenschappelijke yergel^- 
king; deze vindt men door uit te gaan van de algemeene topvergelijking der 
kegelsneden 

hierin is s de nnmerieke excentriteit en a de parameter. 

Op het gebruikte coördinatenstelsel moet |' altijd negatief z\jn. 
• • ''?' t' , dy (,«_l)g-_« 

want 

V[V* + |(«' + l)r-«|'] = N/h''.'+«*j: 

bij gevolg wordt 

, (s»—l)|'— « n' 

x^hoog kegelsnede - ,, ^ j^^a ,, ^ ^, j + (f-l) ^j^>, ,, ^^>| ' 

en 

Nu is voor alle kegelsneden de afstand van de top tot het brandpunt gelgk 

j-^. bg gevolg p = — ï^p ' 
dus 

Deze vergelgkingen geven de baan, door het brandpunt beschreven, voor 
6>] b^ de hyperbool, 
e = 1 bQ de parabool. 
e < 1 b\j de ellips. 
€ =0 by den cirkel (een rechte l\)n // aan de dirf^riz). 
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1>=-R \--n <'■''• ./ o I ,a ' 

2 O ' 2 a Va'' + )>^ 

of 



^ a 

en 

dus 



2ar 



Rolt de parabool de andere zgde op, dan worden vi' en x 
beide negatief, dus 

2x 



of 



%x 2x 



Ia X 

by geyolg is de doorloopen baan de kettinglgn ^). 

Voor den kromtestraal in elk punt van de baan vinden wg 
volgens (IV) 

(g^ + oT «^ + ^" 

2a(a» + x'=')»~ 2 a ' 

en Toor de normaal vinden w^ 

* 2^~' 

bg gevolg is 

i + i-0 

Door deze eigenschap kan weer het vlak, dat door de wen- 
teling der kettinglgn om een rechte Ign ontstaat, het even- 
wichtsoppervlak van een vloeistof zgn, waarop geen uitwendige 



1) SCHELL, Theorie der Bewegung and der Krafte. I Bd, S. 241. 
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krachten werken. Het lichaam, dat door dit vlak begrensd 
wordt, noemde Plateau *) een Catenoïde, 



h. Het beschrijvende punt ie een punt van den omtrek. 

Hier in dit geval is /> = 0. Wg zullen onderzoeken of de 
beschrevene kromme Ign ook buigpunten heefb. Volgens for- 
mule (V) is 

ds 
of 

-sim,] yl^ - r^ j = - 1 „'»+ r »+2«'| W« i % -^^Jsin'c,. 
j a« da\ dtt^atncAds/ 

Nu is 

dn'^ a' 

bg gevolg 



-_. -|. 1 _ 2 -7 co« « 
a a 

1 „'» u'ï + a'» — 2 .,' a' co» «I = a'» »»'* + 1^,— -^ cos » 

Hieruit volgt >t'^0, dit is het punt in de rechte l^n, en 

2 (u'» 4- o'* — 2 u' a' co« «) = 4 a'» 4 »>'* — 4 a' .>' co« « , 
of 

„'^ = 2a'\ 
dus if' = ±a'»/2 en |' = o'. 

In de buigpunten is, daar 
,, sin 0) , f./ / sm « 



V/(»»'* + a'» - 2 .,' a' cos ay^ Vin"" +a''-2 v{ a' cos «) ' 



a' «tn « 



V'S^:2V2eosu 



1) Flateav. Statiqae des liquides. Vol. I. F. 96. 
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Uit formule (III) volgt 

^ — {^^ + a' $') sin a a' ^ sin u 

In een buigpunt is 

d cos co ±2 V 2 

tgr = 7- 

sin a 

Is de top het beschr^vende punt, dan is o; = 90° en a' = a 
(fig. 13, a.a.a.), bg gevolg wordt in een buigpunt 

en 

tgr = ±2^ 2 of cosr ==±:-^. 



n. De parabool rolt langs een cirkel. 

W^ zullen slechts de kromme l:gnen beschouwen, die ont- 
staan als het beschrgvende punt op de hoofdas ligt; dan is 
a == 90® en a' ^=a. 

Wg hebben nu 

r» = 5» + (p - r)» + ^'» ± 2 i2 ??^^-=^^f^|I^ , 

hoog parabool , {p — $') vi* -^^^ a 

* R ^ ^ R V/(V» + a») q: (p - ^)a± i,'»* 

Bepalen w^ de toppen der kromme ten opzichte Tan het 
middelpunt. In deze punten is (2r = O ; 

"^ ^'» + «* 

dus moet 

of 

0^ V , . , ... il . a» 



i2 
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Wg hebben dus toppen voor 

jf' = 0. 

I' = a 4" />• Deze toppen kannen bestaan , als p negatief is 

en grooter dan a. 

1 a* 

P = ± — ; r« Deze kannen alleen ontstaan, als depara- 

Vf 'T ^ r bool en de cirkel elkander inwendig aan- 
raken. 
Wg vinden dan 

of 

„'^ = a l^Ra^ -^a^^a \^R a^ — a\. 

Zal deze waarde van >ƒ' bestaanbaar z^n, dan moet i2>a9gn. 
Bepalen w^ de plaats van de knoopen, dan moet 

b.-f.)-+.';±2ü'''-J[+ff° = 

of 

Aan deze vei^elgking wordt voldaan door 

>i'\ = fl'\ of )j',=±«',; 



'S 



boog parabool , ^ ^ ' 2 a "" ^ 



^ = — —^ hg tg 



R -^'^ RV{^'\ + a^)l^pa^i\f,'\ 

_ boo^ parabool P^i^^^^r^-^O' 

R ^^ RV{yl\^a^)^pa^iU\ 

Stellen wg in de beide laatste leden vl^ = — j^'j , dan wordt 
boog parabool = — boo^ parabool , bg gevolg 

^ . 6ooa parabool , ^ ^ "" 2 a ' ^ . ^ 

^ ( ^ ^*^ RVW\+a^)Tpai:U'\\^^- 

hierait volgt ^ = 0. 

Dit leert ons, dat de knoopen alle gelegen zgn op de Ign, 
die door het middelpant en door het pant gaat, waarin dé 
top den cirkel raakt. Deze Ign is ook een Ign van symmetrie. 
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Zg het brandpunt het beschrgvende punt. Nu is jt>^— |a, 
bg gevolg 

r^ = R^ + ({a + ^y + ^''±RVW^ + a') 
en 

booQ parabool , i^^ (jo, — 2 $') 

'^""^^R *^ ^ i2 l/(i,'> + a*) ± a r ± U* ± «»'» • 

Wg zullen onderzoeken of de kromme den cirkel sn^dt; 
hiertoe moet 

o = a a + ?')* + »»'» ± i2 V/^^M^' 

= aa-r)*±i2»/2a(U-r)' 
hieruit volgt |' = j. a , welke waarde onbestaanbaar is , en 

{{ a — ^')i = ^^ E V27r, 
dus 

Het positieve teeken kan niet voldoen, de andere waarde 
van $' is slechts bestaanbaar voor 

2iZ>o>4a» of B>ia. 

Deze uitkomst was te verwachten , daar anders het brandpunt 
reeds buiten den cirkel liggen zou. De beide krommen moeten 
elkander inwendig aanraken. Om de buigpunten te bepalen, 
gebruiken w^ formule (Y); deze geeft ons in het algemeen: 

± ^'» + a» 1^__^__ ^ ^' 

Voor p = — I a 



= l'»'* + (i«+r)M^('»'=' + «T 



of 



.»'* 



± } »!'* ± »j'* a» ± } a« q: } a» «'» :T:| a* q: V = 

4 

= y-^ (»»'* + ar la* + 2 a» .,'» + «'M , 
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dus 

±a^R ()f'^ + a^ = {a^ + i;'^)? , 

big gevolg a* + jf'* = O, De hieruitvolgende waarde voor yj' is 
onbestaanbaar. Verder is 

-t jfZ a- = (j^'^ + a^)J , 
of 

Deze waarde is slechts bestaanbaar voor i2>a. Deze punten 
komen overeen met de gevonden toppen, als de parabool en 
de cirkel elkander inwendig aanraken. 



in. De parabool rolt lange een met haar congruente parabool^ 
terwijl overeenkomstige elementen elkander aanraken. 

Reeds uit de overeenkomst dezer lignen met de voetpunts- 
l^nen weten w^, dat het brandpunt een rechte l^n zal be- 
schreven, en wel de richtl^n der parabool, terwyl de top 
een cissoïde beschr^ft, waarvan a de parameter is. 

Bepalen wg de baan, door een punt van den omtrek be- 
schreven. Op scheefhoekige coördinaten (fig. 14) vinden wg 
voor de baan, daar 

flf = 180°— (o-— o?), /3 = 2fl-— « en y = 2(r — «, 

-. sin 2 (ö- — «) , , f., sin (2 a^ — co) 

^ = 5 — )f r + {p — S) ^^-; 1 

sm a v-r / g^^ ^ 



. sin (2 O" — a) , . , sin 

= >f + Jf —. — (/> — ?) —7- 



2(T 



sm O) ^" sin (ü 

Het beschr^vende punt is de oorsprong van het bewegende 
coördinatenstelsel , dus /> = O 

^ . 9 2 a^ — il cos co ,^{a^—iicosco)a—ii{fi—a^cosco) 

^ a' — ^ cos co 

0!= vi^ 



>^^ + a'^ — ' 2 )f a cos co 



^ a'^ -^-vi^ I ^ e ^' (^ — ^' ^^* ^) 

^"■'^~%^ + a'^- 2>^aW« ^" ^ ïF+ a'^ ^ 2 I, a' cos co ' 
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2 >^ — a coaa 

X a' — tf cos a , , acoa a 4-y 

- = -, dus jf=a' — . '-^; 

y jf — a cos u js-f-y cosa 

b^ gevolg na substitutie van deze waarde in de formule voor js 

, , . (x cos u-\- y)^ 

x-f-y cosa = a ^ , ^ ^ — r-. 

^ x^'t'2xy cos a -^y^ 

Voeren w^ poolcoördinaten in, dan is 



sin (u — ê) sm ê 

x=^r \ en y = r — — » 

s%na sma 



dus 



sin (« — i) -\- sin 6. cos co , ^ \sin (« — i) cos u + sin6\^ 



r^ : 1— = o r 



sin a sin^ a 



of 

rcos 6 = a cos* (« — ó). 
Stel ê = e + «-90% dan is 



sin^ € 



a 



sin {e + a) 

Deze formule gaat, zooals 't ook behoorde, voor a; = 90®, 
over in die der cissoide. Wij kunnen de gevonden baan op 
een eenvoudige w^ze construeeren , welke overeenkomt met de 
constructie der cisssoïde. 

In den cirkel (fig. 15) trekken w^ een koorde AB, en in 
bet punt 6 een raaklgn aan den cirkel. Wanneer w^ nu uit 
A lijnen trekken, die den cirkel en de lijn snijden, dan 
moeten wij de stukken, tusschen den cirkel en de raaklijn 
gelegen, op die l^nen van bet punt A af uitzetten. Door de 
uiteinden dezer stukken onderling te verbinden krggen w^ 
de gezochte kromme l^n. Want 

CD = r = CB . f""' , , maar OB==AB??^, 

sin (co — 6) sinu 

bg gevolg 

r=s A B 



sin ca sin {e -f- co) 
y de middellgn van den cirkel a\ dan is A B = a' sin co^ 
bg gevolg 



sin* ê 



sin {e + co) 



112 

De kromme sngdt de raakl^n P Q eens , wanneer € = a is , 

dan is 

r= ftt^ tg a. 

De l^n P Q is een asymptoot. 



NASCHRIFT. 



Wanneer wg aan een gegevene kromme ƒ ($, j^) een raak* 
l^n trekken en uit een bepaald punt een andere Ign^ die 
met de raaklgn een hoek a maakt; dan kunnen wy de 
meetkundige plaats van het sn^punt dezer l^nen bepalen. 
Deze vraag komt overeen met het bepalen van de meetkundige 
plaats van het hoekpunt van een hoek, van welken het eene 
been door een gegeven punt gaat eu het andere been aan 
een gegevene kromme Ign raakt. Hiervoor is reeds door 
Wbinmeistek ^) een oplossing gegeven. 

Op een rechthoekig coördinatenstelsel , waarvan het gegeven 
punt de oorsprong is, vinden w^ 

^"HtgT _ yj — ^tgr 

^^=^r^.)-tgr^''tg..il + tg^r)^^ + '^''^^^^ 



en 



vi — ^tgT ^ — ^^'^u * \ 

Brengen wg deze kromme over op een ander coördinaten- 
stelsel , waarvan de assen met die van het gebruikte stelsel 
een hoek 90° — a maken ; dan is 

X = x^ sin a -\- y^ cos oi> en y = — x-^ cos « + t/j sin ». 
Bg gevolg wordt 

^ ^ yj — ^tgr ^ ^ _ ^ + yitg(r 

sin CQ. (1 + tg^ O ^n ». (1 -(- tg^ c) ' 



en 



^ ij — ^tgr ^ S-}-iitgT 
^ sin «.(1 + tg^ r) sin co. (1 + tg^ o") 



1) ScHLOMiLCH. Zeitschrift, Bd. XXVIII. S. 266. 
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Deze formules komen met de formules (I***) overeen. 

Hieruit blykt, dat de gezochte kromme gelgkvormig is met 
de voetpuntslijn der gegevene kromme Ign ten opzichte van 
het bepaalde punt, maar dat haar parameters cosec co maal 
grooter zgn ; of ook , is de gezochte kromme de voetpuntslgn 
van een kromme l^n, die gel^kvormig is met de gegevene, 
maar cosec co maal grootere parameters heeft. Bij voorbeeld 
zal het hoekpunt van een hoek, die zich zoodanig ver- 
plaatst, dat het eenebeen alt^d aan een kegelsnede raakt, 
terwfll het andere door het brandpunt gaat , een cirkel beschre- 
ven. Deze cirkel wordt b^ de parabool een rechte lijn. 



De formules (I***) kunnen ons ook dienen om te bepalen, 
voor welke kromme een gegevene kromme lyn de voetpunts- 
Ign is. Zg geven ons toch 

X = . _ . . -^ en y = 



Substitueeren wg deze waarden in de vergel^king der voet- 
puntslgn f{x.y)j dan vinden wij de difiFerentiaalvergelgking 
der gezochte kromme. 

Zë bij voorbeeld gevraagd, voor welke kromme Ignen de 
voetpuntslgn een cirkel is. De cirkel z^ gegeven door de ver- 
gelijking 

{os + c)* -\-y^ = a*. 

„ dvi 
Noemen wg j^ = Py ^*^ verkregen w^ volgens het boven- 

staande 

bg gevolg 

(?/> — f)* + 2 cp (? — i?) — (a* — c>) (;>» + 1) = O 

1/) — « + cp = V/ |(p» + 1) a' — c')i. 
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Na diiOPerentiatie 



2 ^P 



f.dp . dp ^ d^ 



Aldus ^P - 



d^ ' dH V/t(/>* + l)a' — c^t 

1 = of p=C. 
dk 



bg gevolg 

C (c + ?) - ^ = t/ I { (7^ + 1) a^ - c^ t . 
Dit geeft ons de raaklynen aan de gezochte kromme. 
Verder is 

Na substitutie ia de dififerentiaal-Tergel^king 
(? + c)» V («* -c") 1 /^ i (f + c)* (a» - c») 






+ a» — c 



1 



of 

De gezochte kromme is dus een kegelsnede, en wel voor 

c = O een cirkel, 
c ^a een ellips, 
c = a een enkel punt, 
cy a een hyperbool. 
Is de Yoetpuntslijn op poolcoördinaten gegeven, dan hebben w^ 

COtg(p = — T7:= — P ^^ y= \; i , -ix ' 

Kiezen wy tot voorbeeld de lemniscaat van Beknouilli 

r^ = a^ co« 2 (p , 
dus 

^r+r-l^ %* + !/"' 

5j,_„ = at/(p*— 1). 
Na differentiatie 

dp 

*dS-\/(p»-l)' 




JBi^el^ sczil^s. 






k 



O' 



A 



F'S'A 
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Nu is 3^ = O , dus p= C; 

bg gevolg zgn de raakl^nen 

C?-u = at/(C» — 1). 
Verder is 

^=a-— -^ — - of (5» — a*)p» = ?» dus p= ^ 



Na substitutie in de gegevene différentiaal-yergel^kiug 

_J___, = a« of ?>-,> = a«. 
Aldus is de gezochte kromme een gelgkz^dige hyperbool. 



N. A. ▼. W. Dl. XVI. 8 



TWEE CIRKEL-TRANSFORMATIES, 



DOOR 



D. COELINGH. 



Tusschen de twee transformaties van figuren, die 't onder- 
werp uitmaken van de volgende beschouwingen, bestaat de 
verwantschap der dualiteit: wordt bg de eerste, de punten-- 
inversie^ het punt als grondelement der figuur aangenomen, 
uit elk punt een ander punt afgeleid, en eene kromme als 
meetkundige plaats van punten beschouwd; big de tweede, de 
tangenten-inversie, is de rechte 't grondelement der figuur, 
uit elke rechte wordt daar eene andere rechte afgeleid, en de 
kromme wordt als de omhullende harer raakl^nen beschouwd. 
De eigenschappen , welke hier met behulp der punten-inversie 
bewezen worden, zgn, met eene enkele uizondering wellicht, 
bekende; worden zg ook al langs anderen weg dan gewoon- 
l^k gevonden, en is dus het verband , waarin zij voorkomen , 
een ander, — <• het doel van de afieiding is in de eerste plaats, 
te w^zen op de volkomen analogie met de tangenten-inver- 
sie en met de stellingen, die met behulp daarvan, kunnen 
worden afgeleid. De tangenten-inversie is m^ gebleken reeds 
vroeger gevonden te z^n; na 't einde van mgn onderzoek 
toch werd m^ gewezen op een artikel van Laoueeue in de 
»Nouvelles Annales de Mathématiques , 111°^^ série, tome I, 
1882", getiteld »Sur la transformation par semi-droites réci- 
proques". De transformatie, daar onder anderen vorm gege- 
ven, verschilt niet wezenlgk van de tangenten-inversie; toch 
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heb ik gemeend, mgn opstel onyeranderd te mogen laten, « 
omdat Lagxjeb££ (de transformatie is voor hem hoofdzakel^k 
een middel tot het onderzoek der lanticaustiques par réfrac- 
tion") de meetkundige eigenschappen der inversie niet uit- 
voerig bestudeerd heefb: de grondeigenschap, het behoud van 
de lengte der gemeenschappel^ke raakl^n , wordt bg voorbeeld 
alleen voor twee cirkels en dan nog door algebraïsche berekening 
bewezen; ook is niet gebleken van 't behoud der auharmo- 
nische verhouding van vier raakl^nen eens cirkels; zelfs op 
de wet der inversie {tg j 0. tg y0i= standv.) heeft eerst later 
(Nouv. Ann. 1885) Cesaeo gewezen. 



B^ de volgende beschouwingen zal , om hoeken ondubbel- 
zinnig te kunnen bepalen , op elke rechte en op elke raakl^n 
eener kromme eene richting als de positieve worden aange- 
wezen, en zullen twee rechten van tegengestelde richting als 
geheel verschillend beschouwd worden. 

Onder den hoek tusschen twee rechten (of krommen) zal 
verstaan worden de hoek, geteld van de positieve richting 
van 't eerstgenoemde been in de richting, waarin zich de 
wgzers van een uurwerk bewegen, tot de positieve richting 
van het tweede been. 

De positieve richtingen op de verschillende raakl^nen eener 
zelfde kromme worden natuurlyk zoo gekozen , dat elke raak- 
l^n, door te rollen langs de kromme, met elke andere, ook 
in richting, kan samenvallen. 

De positieve richting op eene rechte kan men door een 
pgltje op die rechte aanwezen; die van de raaklgnen eener 
kromme kan men ook aangeven door een pijltje op de kromme. 
' 't Gevolg van 't aannemen van richtingen (in Fransche t^d- 
schriften spreekt men van »semi-droites" en van »cycles") 
is onder andere, dat aan drie rechten maar een cirkel kan 
raken, dat twee cirkels hoogstens twee gemeenschappel^ke 
raakl^nen hebben en alt^d maar een gelijkvormigheidspunt , 
en zoo voort. 

Nog moet opgemerkt worden, dat in sommige gevallen 
eene rechte en hare tegengestelde dezelfde eigenschap hebben. 
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In zulk een geval zou men moeten zeggen, dat twee rechten 
die eigenschap hebben; we zullen 't voldoende achten er dan 
op te w^zen, dat de richting der l^n buiten beschouwing 
kan blgven. 



A. PÜNTEN-INVEtlSIE. 
a. Bepalingen^ grondbeginselen, 

1. Twee punten P en Pj zgn invers ten opzichte van 
een vast punt O, oorsprong geheeten, en volgens eene 
macht ± il/*, als zg op eene rechte door O zóo gelegen 
z^n, dat 

OP.OPi=±ilfi is. 

Beschrijft P eene Ign , dan doorloopt ook P eene kromme , 
die de inverse der eerste heet. Omtrent den zin der inverse 
stellen we 't volgende vast: gaat men langs eene kromme 
in positieven zin van punt tot punt, dan zal de zin^ waarin 
men in de inverse figuur langs de overeenkomstige punten 
gaat, de positieve zin z^n b^' negatieve en de negatieve zin 
b^ positieve in^ersiemacht. 

De inversen van alle lynen en punten eener figuur vor- 
men eene andere figuur, die uit de eerste heet afgeleid door 
punten-inversie of door transformatie door reciproke voer stralen. 

Door inversie eener figuur, telkens om denzelfden oorsprong, 
maar volgens verschillende machten , ontstaan figuren , die 
onderling gel^kvormig zgn en dezen oorsprong tot gelykvor- 
migheidspunt hebben. (Daarbg is ook op den zin der krom- 
men gelet). 

2. Twee punten en hunne inversen liggen op 
een cirkel. 

8. De hoek tusschen twee krommen is op het 
teeken na gelijk aan den hoek harer inversen in 
't overeenkomstige sn^punt. 
Zg (fig. 1) eerst een der krommen een voerstraal O PP^ 
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Is O Q Qj een tweede voerstraal, dan is volgens ei**. 2 
2: Pj P Q = Z Q Qi B. Nadert Q onbepaald tot P , dan gaan 
bij de limiet deze hoeken over in Z Pi P A en Z P Pi Aj , 
die dus in volstrekte waarde gelijk zgn. Uit de figuur blgkt , 
dat z^ in teeken verschillen. 

Trekt men om de stelling algemeen te bewezen den voer- 
straal van 't snijpunt der krommen , dan wordt de hoek tus- 
schen de krommen verdeeld in twee stukken , die elk op het 
teeken na gel^k zgn aan de stukken, waarin de hoek tus- 
schen de inverse krommen verdeeld wordt. 

4. Deze stelling kan dienen om betrekkingen tusschen hoe- 
ken op de inverse figuur over te brengen. Verder zullen, 
als in de eene figuur eenige krommen door éen punt gaan, 
de inverse krommen elkaar ook in éen punt sneden ^ en zal 
raking in de eene figuur (samenvalling van sn^punten) ook 
raking in de inverse figuur ten gevolge hebben. Door een 
en ander kan de punten-in versie dienen om uit bekende eigen- 
schappen andere af te leiden. Alvorens echter tot de toepas- 
singen te kunnen overgaan, moeten we de inverse krommen 
van de rechte en den cirkel bepalen. 

5. De inverse figuur van eene rechte, door den 
oorsprong gaande, is die rechte zelve (ook wat den 
zin betreft). 

De inverse figuur van eene rechte, voor een 
punt er buiten als oorsprong, is een cirkel, door 
den oorsprong gaande. De straal van den oorsprong 
staat loodrecht op de rechte. 

6. Omgekeerd: de inverse figuur van een cirkel 
voor een z^ner punten als oorsprong is eene 
rechte, loodrecht op den straal van den oor- 
sprong. 

Ligt echter de oorsprong niet op den cirkel, dan neme 
men eerst als inversiemacht de macht van den oorsprong 
ten opzichte van den cirkel ; in dit geval is de inverse figuur 
een cirkel, die geheel met den eersten samenvalt; in elk 
ander geval is z^ dus ook een cirkel, die met den gegeven 
cirkel gel^kvormig ten opzichte van den oorsprong ligt: de 
inversQ figuur van een cirkel voor een willekeu- 



120 

rig punt van z^n vlak als oorsprong is een cir- 
kel; de oorsprong is gelijkvormigbeidspunt der 
twee krommen. 

Opm. De middelpunten der cirkels z^n geen 
inverse punten. 

7. Als twee willekeurige cirkels A en B gege- 
ven zgn, kan men in 't algemeen den eenen op 
éene wijze door inversie uit den anderen afleiden. 

Oorsprong dier inversie is namelgk het gelgkvormigheids- 

punt O der beide cirkels, macht der inversie — m*, als 

Ta 

Tb en r^ de stralen der cirkels zgn en m' de macht van O 
ten opzichte van A. 

8. Bepalingen. Een punt op een cirkel heet overeenkomstig 
met een punt op een anderen cirkel, als de punten voor 
deze inversie eikaars inversen zgn. 

Door de onderlinge macht van twee cirkels verstaat men de 
macht van die inversie, waardoor de eene cirkel uit den 
anderen ontstaat. 

9. B^ de toepassing der inversie bepalen we ons tot figu- 
ren, uit rechte Ignen en cirkels bestaande: de inverse figuur 
eener kegelsnede is minder eenvoudig; z^ is namel^k in 
't algemeen eene kromme van den vierden graad. 

Opgemerkt moet nog worden , dat de constructie der inverse 
figuur zeer eenvoudig is; zij eischt niet anders dan 't con- 
strueeren van eene derde evenredige tot twee gegeven Ignen. 



b, Machtpunteny machtlijnen. Cirkelstelsels; cirkelbundels. 

10. Zgn (fig. 2) Pj en Pj, Qj en Q^ twee paren overeen- 
komstige punten op de cirkels C^ en Cj , dan kan men door 
die punten een cirkel brengen : het sn^punt S van P^ Qj en 
P^ Q2 heeft ten opzichte van dezen cirkel dezelfde macht, 
als ten opzichte van C^, en evenzoo van C2;dus: het sny- 
punt van eene lijn, die twee punten van een cir- 
kel verbindt met de Ifln, die de hiermede over- 
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eenkomstige punten op een anderen cirkel ver- 
bindt, heeft gel^ke machten ten opzichte van 
de twee cirkels. 

Bepaling. Een punt, dat gelgke machten heefb ten op- 
zichte van eenige cirkels, heet een machtpunt van die 
cirkels. ' 

11. Verbindt men omgekeerd een machtpunt S van twee 
cirkels met twee overeenkomstige punten P^ en P^ , dan zgn 
ook de punten, waarin deze l^nen de cirkels Cj en G^ ten 
tweeden male sneden, overeenkomstige punten. 

12. Door Pj en P^ met andere paren overeenkomstige pun- 
ten te verbinden, vindt men oneindig veel machtpunten van 
twee cirkels. Bepalen we hunne meetkundige plaats. A en B 
(fig. 3) mogen twee machtpunten zgn, niet op de cirkels 
gelegen; verbindt men ze beide met twee overeenkomstige 
punten Pj en P^, dan zgn de sngpunten Qj en Q^, Rj en 
Rj volgens n° 11 paren overeenkomstige punten, en volgens 
n^ 10 is S , het sn^punt van Qj Rj en Q^ R^ , een macht- 
punt. De lijnen, die de hoekpunten van A Pj Qt Ri ©n A P^ Q2 R2 
twee aan twee verbinden, gaan door een punt; de sngpun- 
ten der overeenkomstige z^den liggen dus op eene rechte; 
derhalve ligt S op de Ign AB. Doorloopt nu Pj den cirkel 
Gj , dan beschr:yft S de rechte l^n AB. Bl^kt dus achtereen- 
volgens elk punt van AB een machtpunt te zgn, geen punt 
buiten AB kan machtpunt wezen; want, zoo dit het geval 
ware, zou men gemakkelgk kunnen aantoonen, dat alle pun- 
ten van 't vlak machtpunten z^n, en dit is onmogel^k, zoo- 
lang er punten bestaan, die buiten den eenen en binnen 
den anderen cirkel liggen, dat is zoolang de cirkels niet 
samenvallen. Derhalve 

de meetkundige plaats van de machtpunten 
van twee cirkels is eene rechte. 

Bepaling. Die rechte heet de machtlijn der cirkels. De zin 
van de machtlgn is willekeurig. 

Opm. 1. Uit de symmetrie der figuur ten opzichte der 
centrale volgt, dat de machtl^n langs de centrale moet val- 
len of haar rechthoekig sngden. 't Eerste is onmogel:yk, om- 
dat de centrale punten bevat, die buiten den eenen en bin- 
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nen den anderen cirkel liggen; dus de machtl^n staat 
loodrecht op de centrale. 

Opm. 2. Als de cirkels elkaar sngden of raken, bevat de 
machtl^n de sn^punten of het raakpunt. 

13. Drie cirkels hebben twee aan twee eene machtlgn. 
*t Sn^punt der machtl^'nen van 1 en 2 en van 2 en 3 is 
een machtpunt van 3 en 1 ; dus 

de drie machtl^nen van drie cirkels, twee aan 
twee genomen, sngden elkaar in het algemeen 
in een punt, 't eenige machtpunt der cirkels. 

14. Deze drie cirkels z^n echter niet de eenige, die ten 
opzichte van hun machtpunt O eene macht ± M^ hebben : 
elke cirkel, door twee willekeurige punten P en Q en door 
Pj , 't inverse van P voor O en ± if ^, gaande , heeft ten 
opzichte van O dezelfde macht. 

Er z^n oneindig veel cirkels, die ten opzichte 
van een gegeven punt dezelfde macht hebben. 
De zin van die cirkels is willekeurig. 
Bepaling. Al die cirkels vormen een '^cirkel8teUeV\ 
Een stelsel is in 't algemeen bepaald door drie zgner cirkels. 

15. Een cirkel kan tegelgk tot twee stelsels (machtpunten 
O en O', machten ± Jtf^ en ±J[f'^) behooren en wel kan men 
door elk punt P van het vlak zulk een cirkel brengen: 
die cirkel behoeft namelgk, behalve door P, slechts te gaan 
door Pj en P/, de inversen van P voor O en ±ilf^ en voor 

de doorsnede van twee cirkelstelsels bestaat 
uit oneindig veel cirkels. 

De zin van die cirkels is willekeurig. 

Bepaling. Al die cirkels samen vormen een cirkelbundel. 

16. Elk paar cirkels van een bundel bezit dezelfde twee 
machtpunten O en O', 't bezit dus (n° 12) dezelfde machtlgn. 
Alle rechten, die de middelpunten van telkens twee dier cir- 
kels verbinden, staan loodrecht op de machtl^n; dit is on- 
mogel^k, tenzg al die cirkels éene centrale hebben. 

De cirkels van een bundel hebben eene gemeen- 
schappel^ke centrale, en alle paren eene zelfde 
machtl^n, die de machtlgn van den bundel heet. 



\ 
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17. Z^], Toor een nader onderzoek yan den bundel, S 
(fig. 4) 'tsngpunt yan centrale en machtl^n en C een cir- 
kel van den bundel , dan is S P, S Q = standvastig , 
CS=J.(SP + SQ), CQ = r = i(SP — SQ). 

Daaruit volgt 

1^ de bundel ligt symmetrisch ten opzichte der machtl^n; 

2^ de machtlijn is de oneindig groote cirkel van den bundel ; 

3^ ingeval SP. SQ positief is, ligt de machtl^n buiten 
alle cirkels, en sngden geen twee cirkels elkaar ; symmetrisch 
ten opzichte der machtl^n liggen dan op de centrale twee 
punten, tusschen welke geen middelpunten van cirkels van 
den bundel liggen: die punten zgn cirkels van den bundel 
met den straal nul en heeten grenspunten ; 

4^ ingeval S P. 8 Q negatief is , sn^dt de machtl^n eiken 
cirkel van den bundel in dezelfde twee punten: de cirkels 
hebben dan dus alle twee punten gemeen, terwijl er geen 
grenspunten bestaan. In dit geval spreken we van een nega- 
tieven , in het vorige geval van een positieven bundel. Een 
bundel van cirkels, die elkaar alle in hetzelfde punt 
raken, vormt den overgang: de grenspunten van den posi- 
tieven , de sngpunten van den negatieven bundel vallen samen 
in het raakpunt. 

5® laat men de middelpunten van twee cirkels van een 
positieven bundel , die aan denzelfden kant der machtl^n zgn 
gelegen, voortdurend tot elkaar naderen, terw^l de stralen 
niet veranderen, dan verw^dert zich de machtl^n meer en 
meer; vallen de middelpunten samen , dan is de machtl^n 
op oneindigen afstand gekomen. 

Een stelsel van concentrische cirkels is dus een cirkel- 
bundel, waarvan de machtl^n op oneindigen afstand ligt. 

Op deze beschouwing komen we later terug. 



c. Hoeken tusschen elkaar snijdende cirkels. 
Inversie van cirkelstelsels en ürkelhundéls, 

18. Zgn (fig. 5) Pj en P^, Q^ en Q^ twee paren overeen- 
komstige punten op de cirkels Cj en 0^ , dan kan men door 
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die punten een cirkel N brengen. Transformeert men nu om 
O , het gelgkvormigheidspunt , als oorsprong en de onderlinge 
macht van Gj en G^ als macht, dan gaan G^ en G2 in elkaar 
over , terwgl de inverse cirkel van N moet gaan door de in- 
versen van Pj , P^ , Qj , Q^ , dat is door Pj , Pj , Q^ , %; N 
blgft dus op zgn plaats. Daaruit volgt nog 

Een cirkel, die twee andere cirkels in overeen- 
komstige punten sngdt, heeft ten opzichte van 
hun gel^kvormigheidspunt eene macht, gel^k aan 
de onderlinge macht dier cirkels, en sn^dt hen 
onder gelgke hoeken. 

De cirkel N heeft dus ten opzichte van Cj en 0^ drie 
verschillende eigenschappen: is éene dier eigenschappen ge- 
geven, dan kunnen de andere bewezen worden. Ook zonder 
die omgekeerden hier uitvoerig bewezen te hebben, zullen 
we er, waar 't noodig is, gebruik van maken. 

B:gzonder geval: een cirkel, die twee andere 
raakt, raakt ze in overeenkomstige punten. 

19. Alle cirkels, die twee cirkels onder gelyke hoeken 
sn:yden, vormen een stelsel, waarvan 't gelgkvormigheids- 
punt der twee cirkels machtpunt is. 

Verandert een der twee cirkels van zin, dan ontstaat er 
een tweede stelsel van isogonaal sn:gdende cirkels; de cirkels, 
tot beide stelsels behoorende, sngden Gj en 0^ onder rechte 
hoeken en vormen een bundel, met de centralen van 0| en 
G2 tot machtlgn. 

20. Met behulp van de stelling in n^. 19 kan men tot 
de inverse figuur van een stelsel komen. Alt^d toch is 't 
mogel^k twee cirkels te vinden, zoodanig, dat elke cirkel 
van een gegeven stelsel met hen gel^ke hoeken maakt; daar- 
toe behoeft men slechts een willekeurigen cirkel te nemen 
en z^n inversen voor 't machtpunt van 't stelsel als oorsprong 
en de macht van 't stelsel als macht. Transformeert men nu 
't stelsel en deze twee cirkels om een willekeurig punt, dan 
bestaat de inverse figuur uit twee cirkels en een oneindig 
aantal cirkels , die met hen gelgke hoeken maken ; maar deze 
laatste vormen volgens n^. 19 een stelsel: de inverse 
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figuur van een cirkelstelsel is een cirkelstelsel. 

Opmerking. Het macbtpunt van een stelsel is t gemeen- 
schappel^k sn^punt van alle cirkels met oneindig grooten 
straal, die tot het stelsel behooren. 6^ de inversie worden 
die oneindig groote cirkels tot eindige: hun tweede sn:gpunt 
is dus niet het machtpunt van 't inverse stelsel: de macht- 
punten van twee inverse stelsels z^n geen in- 
verse punten. 

't Machtpunt van 't inverse stelsel is 't inverse van dat 
punt, dat het tweede sn:ypunt is van alle cirkels van 't ge- 
geven stelsel, die door den oorsprong der inversie gaan. 

21. Elke bundel kan beschouwd worden als de doorsnede 
van twee stelsels. 

de inverse figuur van een cirkelbundel is een 
cirkelbundel. 

De machtlgnen van beide bundels zign geen inverse l^nen; 
de machtl^n van den inversen bundel is de inverse van dien 
cirkel van den oorspron^elijken bundel, die door den oor- 
sprong der inversie gaat. 

Opm. Ook met behulp van orthogonale cirkels komt men 
gemakkel^k tot de inverse figuur van stelsel en bundel: aan 
de hier gevolgde behandeling heb ik echter de voorkeur ge- 
geven, om hare volkomen analogie met die der tangenten- 
inversie. 

22. B^zondere gevallen. 1^. Valt de oorsprong der inver- 
sie samen met een grenspunt van een positieven bundel, 
dan moet de machtlgn van den inversen bundel de inverse 
z^n van den oneindig kleinen cirkel, die met 't grenspunt 
samenvalt; die machtl^n ligt dus in 't oneindige, en de inverse 
bundel is een systeem concentrische cirkels, 't Middelpunt is 
't inverse van het tweede grenspunt. 

Omgekeerd is de inverse figuur van een systeem concen- 
trische cirkels een cirkelbundel. 

Deze stelling vult de opmerking bg n*' 6 aan. * 
2°. Valt de oorsprong samen met een der sngpunten in 
een negatieven bundel of met het raakpunt van een bundel 
rakende cirkels, dan is de inverse figuur een stralenbundel 
of een stel evenwgdige Ignen. 
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Derhalve, een cirkelbuudel kan door inversie 
altgd vervormd worden óf tot een stel concen- 
trische cirkels, óf tot een stel evenwgdige Ig- 
nen, óf tot een stralenbundel. 

Deze vervormingen zijn van groot belang voor 't uitvoeren 
van constructiën in bundels. 

23. 't Omgekeerde van de stelling in n° 19 is gemakkelgk 
te bewijzen. 

Als drie cirkels van een stelsel ('tstelsel is door 
drie cirkels bepaald) twee gegeven cirkels onder ge- 
l^ke hoeken sneden, sn:yden alle cirkels van 
't stelsel die twee cirkels onder gel^ke hoekeu 
(althans, voor zooverre zg hen sngden). 

Beperkt men de stelling tot een bnndel, dan komt er 
Als twee cirkels Nj en N^ van een bundel twee 
gegeven cirkels Cj en G^ onder gelgke hoeken 
sneden, dan maken alle cirkels van den bundel 
met Cj en C^ geligke hoeken. 

24. De laatste stelling kan anders uitgedrukt worden; men 
kan zeggen: N^ maakt met C^ en G2 den hoek «, N^ maakt 
met Cj en C^ den hoek j3 , derhalve maakt N3 (van denzelf- 
den bundel) met Cj en Cj gelgke hoeken y, evenzoo N4 ge- 
Igke hoeken 3 , en zoo voort. Men kan echter even goed zeggen 
Cj maakt met N^ den hoek ^, met N^ den hoek j3, met 
N3 den hoek^", met N4 den hoek S, en zoo voort. O2 maakt 
met N31 den hoek «, met N^ den hoek /3, derhalve met N3 
den hoek y , met N4 den hoek 3 , en zoo voort. 

Beschouwt men nog G^ en C^ als twee willekeurige stan- 
den van een beweeglgken cirkel , die met N^ den hoek cc en 
met N2 den hoek /3 maakt, dan luidt de stelling. 

Als een in grootte en in ligging veranderl^ke 
cirkel twee cirkels van een bundel onder stand- 
vastige hoeken sn^dt, sn^dt h^ alle cirkels van 
dien bundel onder standvastige hoeken. 

25. Transformeert men den bundel en den beweegl^ken 
cirkel in éen zgner standen zóo, dat de bundel in een stel 
concentrische cirkels of in een stel rechten overgaat, dan 
zullen in de inverse figuur in 't algemeen twee cirkels of twee 
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rechten tot dat stel behooren, die den inversen van den be- 
weeglgken cirkel raken. Maar dan z^n er in den bundel ook 
twee cirkels, die den beweeglgken cirkel in éen zgner stan* 
den en dus in eiken stand raken. 

Als een in grootte en in ligging veranderl^ke 
cirkel twee cirkels van een bundel onder stand- 
vastige hoeken sngdt, raakt h^ in 't algemeen 
twee vaste cirkels van den bundel. 

Die rakende cirkels zgn uit 't bovenstaande gemakkelgk te 
construeeren. 

26. Is boven gevonden, dat de cirkels, die twee gegeven 
cirkels onder gelijke hoeken sngden een stelsel vormen, dan 
volgt daaruit, dat de cirkels, die drie gegeven cirkels onder 
gel:gke hoeken sneden, een bundel vormen, die de doorsnede 
is van het stelsel, dat met C^ en C2 en het stelsel, dat met 
C2 en C3 gel^ke hoeken maakt: 

de cirkels, die drie gegeven cirkels onder ge- 
l^ke boeken sngden, vormen een bundel. 

Opm. Zyn de teekens der drie cirkels onbepaald gelaten, 
dan z^n er vier bundels mogelgk. 

27. De gelykvormigheidspunten der drie cirkels z^n macht- 
punten der drie stelsels; daaruit volgt nog, dat de driei ge- 
Igkvormigheidspunten op eene rechte liggen. 

Die rechte heet de gelijhvormigheidsaa der drie cirkels. 

Wanneer de teekens der drie cirkels onbepaald zgn gela- 
ten, vindt men vier gelijkvormigheidsassen , de machtl:gnen 
vau de vier bundels der vorige §. 

De cirkel , die C^ , Cj en C3 rechthoekig sngdt , behoort 
tegelijk tot deze vier bundels. 

28; De drie cirkels Cj , Cj , C3 zgn ook te beschouwen 
als drie standen van een veranderleken cirkel, die de cirkels 
van den bundel onder standvastige hoeken sngdt. In den bun- 
del zgn dan twee vaste cirkels, die door den beweegl^ken 
cirkel geraakt worden. 

Er z^n dus in 't algemeen twee cirkels, die drie 
gegeven cirkels raken. 

De constructie van die cirkels, het zoo genaamd problema 
van Apollonius, wordt door de inversie, waarop in n° 25 reeds 
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gewezen is , teruggebracht tot een der volgende vraagstukken. 

Uit een gegeven punt als middelpunt een cir- 
kel te beschreven, die een gegeven cirkel raakt; of 

uit een gegeven punt een raakl^n aan een ge- 
geven cirkel te trekken. 

In een overgangsgeval kan het punt, waaruit deze raak- 
l^n getrokken moet worden, op oneindigen afstand liggen; 
dan moet in eene gegeven richting eene raakl^n aan 
den gegeven cirkel getrokken worden. 

29. Het vraagstuk van Apolloniüs is een bgzonder geval 
van 't volgende. 

Een cirkel te beschreven, die drie gegeven cir- 
kels onder een gegeven hoek « sngdt. 

De twee cirkels, die hieraan voldoen, behooren tot den 
bundel , die de gelijkvormigheidsas der drie cirkels tot machtlgn 
heefb. Het vraagstuk is dus terug te brengen tot het andere. 

In een cirkelbundel, welks cirkels door een 
veranderleken cirkel onder standvastige hoeken 
gesneden worden, dien cirkel te bepalen, die door 
den beweeglgken cirkel onder den hoek » gesne- 
den wordt. 

Door den bundel en den veranderlijken cirkel in een z^ner 
standen te transformeeren om een grenspuat als oorsprong , 
of om een punt, dat aan alle cirkels van den bundel ge- 
meen is, laat dit vraagstuk zich herleiden tot een der volgende. 

Uit een gegeven punt als middelpunt een cirkel 
te beschreven, die een gegeven cirkel onder een 
gegeven hoek a sngdt; 

of: 

uit een gegeven punt eene rechte te trekken, 
die een gegeven cirkel onder een gegeven hoek 
X s n e d t. 

Beide vraagstukken z^n zoo eenvoudig, dat hiermee de 
vraag als opgelost beschouwd kan worden. 

30. Zg nu (fig. 6) N een cirkel , die C^ , C^ , C3 onder 
gel^ke hoeken snijdt, dan z^n volgens n"^ 18 z^ne sn^pun- 
ten Pj en P^ , Qj en Q^ met de cirkels Cj en C^ overeenkom- 
stige punten voor het geiekvormigheidspunt ü^. 2. Evenzoo zgn 
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Pj en Pg, Qi en Q3 overeenkomstig voor U3.1; 
Pj en P3, Qj en P3 overeenkomstig voor Ü2.3. 

Derhalve , 

Pj Pj en Qi Q2 sngden elkaar in TJ^.^t 
Pj Q3 en Q2 P3 snyden elkaar in U2.3 ; 
Q3 Qi en P3 P^ sneden elkaar in Ü3.1. 

We kunnen ons nu voorstellen, dat men uitgaat, niet van 
de cirkels Cj , Cj , C3 , maar van den cirkel N : men kan 
den cirkel N en daarop de zes willekeurige punten P^ , P^ , Q3 , 
Qi» Q2 » P3 i^ volgorde gegeven onderstellen. 

Door telkens twee overstaande punten Pj en Q^, P^ en 
Qj , Q3 en P3 kunnen resp. de cirkels Cj , C^ , C3 worden ge- 
bracht, die den cirkel N onder denzelfden, maar een overi- 
gens willekeurigen hoek a sneden. De zes punten zgn dan 
twee aan twee overeenkomstig voor de drie geligkvormigheids- 
punten der cirkels; ü^.j is dus sngpunt van P^ P^ en Qj Q^, 
twee overstaande zyden van den ingeschreven zeshoek 
Pj Pj Q3 Qi Q2 P3; Uj.g is 't sn^punt der overstaande zgden 
P2 Q3 en Q2 P3 ; Ü3.1 't snijpunt van Q3 Qj en P3 Pj ; die 
sngpunten liggen op eene rechte, derhalve 

Theorema van Pascal. De sngpunten der over- 
staande zgden van een ingeschreven zeshoek lig- 
gen op eene rechte. 

31. Omgekeerd kunnen elke drie punten A, B, C (fig. 7) 
eener rechte beschouwd worden als sn^punteu der overstaande 
z^den van een zeshoek, die in een gegeven cirkel N beschre- 
ven is. Bovendien kan men een hoekpunt P van den zeshoek 
nog willekeurig aannemen ; trekt men dan AP, die den cir- 
kel in Q, BQ, die den cirkel in R, CR, die den cirkel in 
S, AS, die N in T, B T, die N in U sngdt, dan moet ÜP 
door O gaan; anders zou het theorema van Pascal niet door- 
gaan. Transformeert men nu P achtereenvolgens om A, 
't komende punt om B , vervolgens om C, en weer om A , 
B en C , en neemt men de machten dier inversies zoo , dat 
de cirkel N steeds op zgn plaats blgft , dan zal 't punt P na 
deze zes transformaties weer op z^n plaats teruggekomen zgn. 
En met elk punt van 't vlak gebeurt hetzelfde, hetgeen dui- 
delgk wordt, wanneer men eerst door dat punt een cirkel 
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brengt van den bandel, waarvan ABC de machtlgn, en N 
een cirkel is. Derhalve 

elk punt van 't vlak komt op z^n plaats terug, 
wanneer men het achtereenvolgens inverteert 
om drie ptinten eener rechte en het zoo gevon- 
den punt dezefde inversies doet ondergaan; wan- 
neer ten minste de machten dezer inversies ge- 
l:gk z^n aan de machten der drie punten ten op- 
zichte van een zelfden, maar overigens willekeu- 
rigen cirkel. 

Tusschen de machten der drie inversies bestaat de betrekking: 

BC.Mj + CA, M^ +kB. Mc + BG.CA.AB = 
(als Mj , ook negatieve machten kunnen voorstellen). 



d. Anharmonische verhouding, 

32. Wanneer men uit een willekeurig punt P van een 
cirkel naar vier op den cirkel gegeven punten rechten trekt , 
is de anharmonische verhouding van den stralenbundel , die 
ontstaat, onafhankelgk van de plaats van 't punt P op den 
cirkel. 

33. De standvastige anharmonische verhouding van dien stra- 
lenbundel noemen we de anharmonische verhouding van de vier 
punten van den cirkel, 

34. De anharmonische verhouding van vier 
punten op een cirkel is gel^k aan die hunner 
inversen. 

Immers, het middelpunt van den stralenbundel kan men op 
eiken cirkel willekeurig kiezen ; neemt men nu daarvoor twee 
overeenkomstige punten, dan sngden elke twee overeen- 
komstige stralen elkaar in de machtig n van beide cirkels 
(vergel^k fig. 3) ; en zoo bl^kt de anharmonische verhouding 
van beide bundels gelgk te zgn aan die van de puntenrg, 
op de machtlijn bepaald. 

Ook als de cirkel in eene rechte overgaat, is de anhar- 
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monische verhouding van den puntenkring gel^k aan die der 
inverse puntenrg; dit bligkt dadeligk, als men den oorsprong 
tot centrum des stralenbundels kiest. 

Opmerking. Men kan ook de anharmonische verhouding 
van vier punten op een cirkel bepalen als het DoppeU 
verhdltniaz van vier koorden , en het behoud van de anharmo- 
nische verhouding bewgzen met behulp van de metrische 
betrekking 

^'^' OA. OB^^ 
(fig. 8). Bg die behandeling blgkt nog, dat de stelling ook 
doorgaat b^ transformatie van eene puntenr^ , welker drager 
den oorsprong bevat. 

35. Een systeem van puntenparen op een cirkel (geligk 
op eene rechte) heet eene involutie^ als de anharmonische 
verhouding van elke vier dier punten gelgk is aan die hun- 
ner toege^oegden. Eene involutie van punten op een cirkel 
bepaalt met elk punt van den cirkel een involutorischen 
stralenbundel. 

36. Een involutorischen puntenkring kan men doen ont- 
staan door de punten A , B , C , willekeurig op een 

cirkel aan te nemen en vervolgens om een willekeurig punt 
zoo te transformeeren, dat de cirkel met z^n inversen samen- 
valt. Zgn dan A^, Bj, C^, de inverse punten, dau vor- 
men de paren A en Aj , B en Bj , C en Op eene in- 
volutie, omdat de anharmonische verhouding van elk viertal 
b^ voorbeeld (A D^ Bj 0) volgens n°. 34 gelflk is aan die 
hunner inversen (A^ D B O^). 

37. Maar bovendien , elke involutie A en A^ , B en B^ , 

O en Oj , kan men op deze w^ze doen ontstaan. Immers 

men kan altgd (om 't sngpunt van A Aj en B Bj) z6o in- 
verteeren, dat Aj *t inverse punt van A, Bj dat van B 
wordt; een punt Oj van een willekeurig ander paar moet 
dan het inverse worden van zgn toegevoegde punt O, omdat 
bg twee paren stralen en een straal van een involutorischen 
bundel maar een zesde straal gevonden kan worden. 

38. Bepaling. De oorsprong en de macht der inversie, 
waarvan in de vorige § sprake is, heeten middelpunt en 

N. A. V. W. Dl. XVI. - 9 
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macht der involutie. Eeae involutie noemen we positief of ne- 
gatief , naarmate hare macht positief of negatief is. 

39. Uit n°. 37 volgt onmiddellijk 

De lynen, die in een involutorischen punten- 
kring telkens de punten van een paar vereeni- 
gen, sneden elkaar in een punt. 

Met behulp van deze stelling construeert men gemakkelgk 
tot vgf punten eener involutie het zesde. 

40. In eéne positieve involutie met de macht -|- ilf^ vallen 
twee punten van een paar samen, wanneer hun afstand tot 
het involutiemiddelpunt -|- ilf is : zulk een punt heet een duh^ 
belpunt. Eene positieve involutie heeft twee dubbelpunten. 

Die dubbelpunten z^n gemakkel^k te vinden : vooreerst kan 
't involutiemiddelpunt volgens n*^. 37 (voor eene rj op eene 
dergel^ke w:yze) geconstrueerd worden; in een kring zyn de 
dubbelpunten dan de raakpunten van de twee raaklgnen des 
cirkels, die door 't involutiemiddelpunt gaan; in eene rg 
liggen de dubbelpunten aan weerszoden van 't centrum op 
een afstand gelgk M. . 

41. Met de dubbelpunten correspondeeren dubbelstralen in 
den stralenbundel van n°, 32. De twee dubbelstralen nu heb- 
ben met de stralen van elk paar eene anharmonische ver- 
houding — 1, en vormen dus een harmonischen stralenbundel. 
Zoo is 't ook in den involutiekring. 

Elk paar punten eener positieve involutie vormt 
met de dubbelpunten een harmonischen kring. 
Hetzelfde geldt ook voor een involutorische puntenr^. 

42. Ten slotte mogen enkele . eigenschappen volgen, die 
betrekking hebben op 't verband tusschen de beschouwde 
punt- en cirkelgroepen. 

Een cirkelstelselbepaalt op een willekeurigen 
zgner cirkels eene punteninvolut ie. 

Dit volgt onmiddell^k , hetzg uit de inversie om 't macht- 
punt, hetzg uit de eigenschap van n°. 39. De stelling gaat 
door voor elke rechte door 't machtpunt; deze is trouwens 
een oneindig groote cirkel van 't stelsel. 

43. Een cirkelbundel bepaalt op elke rechte 
en op eiken cirkel eene involutie. 



133 

Immers, men kan den bundel en de rechte of den cirkel 
altgd om zulk een punt transformeeren (in 't eerste geval 
om 't sn^punt van machtl:gn en rechte, in 't tweede geval 
om 't gemeenschappel^k machtpunt van bundel en cirkel), 
dat de rechte of de cirkel en alle cirkels van den bundel 
met hunne inversen samenvallen ; maar dan vervangen de 
punten van een zelfde paar elkaar en vormen de punten dus 
eene invólutie. 

Opmerking. De middelpunten van alle involuties , door een 
bundel bepaald op willekeurige rechten en cirkels, liggen 
alle op de machtl^n van den bundel. 

44. Men kan vragen naar de plaats van de dubbelpunten 
dezer involuties. Wanneer een stelsel op een zgner cirkels 
eene invólutie bepaalt, z^n er alleen dubbelpunten , wanneer 
't stelsel eene positieve macht + M^ heeft; de dubbelpunten 
van alle involuties , die zoo gevormd kunnen worden , liggen 
op den afstand -]- M van 't machtpunt ; hunne meetkundige 
plaats is dus de tot het stelsel orthogonale cirkel. 

45. Wat de dubbelpunten betreft van de involuties, door 
een bundel op eene rechte of op een cirkel bepaald, z^ 
kunnen ontstaan, öf waar sngding in raking overgaat, óf 
waar een cirkel des bundels den straal nul krggt, dat wil 
zeggen: in een grenspunt van den bundel. Elk punt nu van 
't vlak kan men dubbelpunt doen worden van eene invólutie, 
door een gegeven bundel bepaald; drager dier invólutie is een 
cirkel of de rechte, die in dat punt raakt aan den cirkel 
van den bundel, die door dit punt gebracht kan worden. 
Om dus tot eene meetkundige plaats van dubbelpunten te 
geraken , zullen we niet de involuties moeten nemen , op een 
wülekeurigen cirkel of eene willekeurige rechte bepaald: we 
zullen eene beperking moeten invoeren en beschouwen twee 
gevallen. 

1^. De sn^dende cirkel maakt met twee, en dus met alle, 
cirkels van den bundel constante hoeken (n^. 24); 

2°. De sn^dende rechte gaat steeds door éen der grens- 
punten van den bundel. 

46. In 't eerste geval raakt de in grootte en ligging veran- 
derl^ke cirkel in 't algemeen steeds aan twee vaste cirkels 
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van den bundel {n°. 25); die twee cirkels vormen dus de meet- 
kundige plaats der dubbelpunten. 

De meetkundige plaats van de dubbelpunten 
van alle involuties, die een cirkelbundel be- 
p^ialt op een in grootte en ligging veranderl:y- 
ken cirkel, die twee, en dus alle, cirkels van den 
bundei onder standvastige hoeken sngdt, wordt 
gevormd door twee cirkels van den bundel. 

Opmerking. 6^ standvastige rechthoekige sngding gaan de 
twee cirkels in de twee grenspunten over. 

47. Is het in de tweede plaats te doen om de dubbelpunten 
der involuties bepaald op alle rechten, die door een der 
grenspunten P gaan, dan moet dus de meetkundige plaats 
gezocht worden van de raakpunten van alle raakl^'nen, uit 
het grenspunt P aan alle cirkels van den bundel getrokken. 
Transformeert men om P als oorsprong, dan is de inverse 
figuur van den bundel een stel concentrische cirkels, uit Q, 
't inverse van het tweede grenspunt, als middelpunt beschre- 
ven. De raaklgnen zign b^ deze inversie niet veranderd. De 
meetkundige plaats der raakpunten is nu blikbaar de cirkel 
m (fig. 9) op PQi als middellgn beschreven; de gevraagde 
meetkundige plaats is dus de inverse van dezen cirkel, na- 
melgk eene rechte , loodrecht op P Q^ , dus op de centrale , 
in 't inverse punt van Q^ , dat is in 't tweede grenspunt Q. 

De meetkundige plaats van de dubbelpunten 
van alle involutorische puntenrgen, die een cir- 
kelbundel bepaalt op rechten, die door een z^ner 
grenspunten gaan, is eene rechte, die in 't an- 
dere grenspunt rechthoekig op de centrale staat. 

Ook 't punt P zelf behoort tot de meetkundige plaats. 

48. Zg nu (fig. 10) P een gegeven punt, C een gegeven 
cirkel. Er bestaat altgd een cirkelbundel, waarvan P een 
grenspunt, C een cirkel is. De loodlgn in 't andere grens- 
punt Q op de centrale is de meetkundige plaats van de dub- 
belpunten van alle involutorische puntenrijen, door den 
bundel op lynen, door P gaande, bepaald. Is D 't sn^punt 
der loodlgn met eene dier rechten P X , die den cirkel C in 
A en A^ sn^dt, dan is volgens n°. 41, daar P en D dub- 
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belpunten zijn , de rg P A D A^ harmonisch ; D is met P 
harmonisch gepaard ten opzichte van A en Aj , en de meet- 
kundige plaats van D is eene rechte. 

Bepaling. De meetkundige plaats der punten, die met een 
gegeven punt harmonisch gepaard zgn ten opzichte van de 
punten , door een gegeven cirkel bepaald op eene willekeurige 
rechte door 't gegeven punt gaande, heet de pooUijn van 
*t punt ten opzichte van den cirkel. Derhalve 

De poollijn van een punt ten opzichte van een 
cirkel is eene rechte, loodrecht op de middell^n 
van 't punt. 

Opmerking. Deze stelling , op zich zelve , kon door inversie 
eenvoudiger gevonden worden, 't Is de vraag, de meetkun- 
dige plaats van 't punt D te vinden , dat met P harmonisch 
gepaard is ten opzichte van A en Aj. In verteert men om P, 
zoodat de cirkel O met zijn inversen samenvalt, dan verwis- 
selen A en Aj van plaats, en wordt de harmonische reeks 
PA, PD, P Aj vei:vangen door eene rekenkundige ; 't in- 
verse van D , 't midden van A A^ , heeft tot meetkundige 
plaats den cirkel op P O als middellgn beschreven ; D zelf 
heeft dus tot meetkundige plaats de inverse figuur van dien 
cirkel , dat is eene rechte , loodrecht op P C. 

49. Construeert men in den bundel der vorige § de pool- 
Ign van 't grenspunt P ten opzichte van alle cirkels van den 
bundel, dan vindt men steeds de rechte, die in 't andere 
grenspunt loodrecht op de centrale staat. 

De poolliynen van een grenspunt van een cir- 
kelbundel ten opzichte van alle cirkels van den 
bundel vallen samen in eene rechte, die in 't an- 
dere grenspunt rechthoekig op de centrale staat. 

50. We komen ten slotte tot de pooUgnen van een wille- 
keurig punt P ten opzichte van de cirkels van een bundel. 
In dit geval kunnen oneindig veel bundels gevormd worden, 
waarvan 't punt P een grenspunt is, en waartoe telkens een 
cirkel C van den gegeven bundel behoort. In eiken bundel 
is het tweede grenspunt gemakkelgk te vinden: inverteert 
men toch om P, dan gaat elk dier bundels in een stel con- 
centrische cirkels over, en dan is 't middelpunt van den in- 
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versen cirkel van C het inverse van het tweede grenspunt. 
De meetkundige plaats der tweede grenspunten in de inverse 
figuur is nu de centrale van den bundel, die de inverse is 
van den gegeven bundel ; die centrale sngdt alle cirkels recht- 
hoekig , en de meetkundige plaats van de tweede grenspunten 
in de oorspronkel^ke figuur is dus de cirkel , die door P gaat 
en alle cirkels van den oorspronkelgken bundel rechthoekig 
sngdt. Uit de tweede grenspunten komt men nu tot de pooUgnen; 
elke pooll^n staat toch in het tweede grenspunt loodrecht op 
de l^n, welke dit punt met P verbindt; inaar dan is het 
duidelgk, dat elke pooll^n gaat door het punt, dat in den 
orthogonalen cirkel het andere uiteinde is van de middellgn 
door P. Derhalve , 

De poollenen van een willekeurig punt ten op- 
zichte van alle cirkels van een bundel sneden 
elkaar in een punt. 



B. TANGENTEN-INVERSIE. 

Hebben w:g b^ de punten-inversie cirkels beschouwd als 
de meetkundige plaatsen van punten en daardoor die eigen- 
schappen der cirkels onderzocht, die betrekking hebben op 
hunne gemeenschappelgke punten en op de grootte der hoe- 
ken in die punten, men kan, zooals boven reeds opgemerkt 
is, den cirkel ook beschouwen als omhullende van raaklgnen; 
de raakl^nen, die eenige cirkels gemeen hebben en hare 
lengten treden dan meer op den voorgrond. Is de eerste reeks 
stellingen afgeleid door transformatie van punten om een 
vast punt als oorsprong, de analogie w^st op de mogelgk- 
heid dergelgke eigenschappen, uit de tweede beschouvnng 
voortvloeiende , te bewgzen met behulp van eene transformatie 
van rechten om eene vaste as. Het is duidelgk, dat b^ zulk 
eene transformatie eene rechte en die, welke uit haar wordt 
afgeleid, elkaar in de vaste as moeten sneden ^ en dat de 
hoek tusschen de laatste en die as eene functie moet zgn van 



137 

den hoek der gegeven rechte met de as. Die transformatie 
moet, om hier met vrucht te kannen worden toegepast, in 
de eerste plaats een cirkel weer in een cirkel doen overgaan, 
terwiyl bovendien de analogie doet vermoeden , dat by deze 
transformatie de lengte eener gemeenschappelijke raakliyn 
evenmin zal mogen veranderen als de grootte van een hoek 
bg de punten-inversie, 

In de eerste plaats is het dus te doen om de oplossing 
van het volgende vraagstuk: 

Eene veranderl^ke rechte A maakt met eene 
vaste as een hoek (p; uit deze rechte wordt eene 
andere, B, afgeleid, die de vaste as in het- 
zelfde punt sn^dt onder een hoek (p^; welke 
functie moet (p^ van (p z^n, opdat, wanneer A 
rolt langs een vasten cirkel, ook de rechte B 
aan een cirkel bl^ft raken? 

Het vraagstuk laat zich nog vereenvoudigen; is toch de 
analogie met de punten-inversie volkomen, dan is 't een- 
voudigste geval dat, waarbij een cirkel samenvalt met den 
daaruit afgeleiden. Om de onbekende functie in dit geval te 
vinden, behoeft men in fig. 11, waarin C een gegeven cir- 
kel , XX' een vaste as is, eu A P en P B raaklijnen door een 
punt P der as gaande, slechts eene betrekking op te sporen 
tusschen de hoeken ,. welke deze raaklijnen met de as maken; 
eene betrekking, die onafhankel^k moet z^n van de plaats 
van 't punt P op de as. Nu is 

sin APC = AC:CP, sin DPC = DC:CP, 
en dus 

^nff^APD _ AC + CD . 

<n^iBPD~AC — OD' 

derhalve, als men ook op de teekens der hoeken gaat letten, 

tng » (XX', A P) . tng ^ (XX', P B) = |§. 

QD en RD zgn de afstanden tot XX' van de raaklgnen 
aan den cirkel G, welke met XX' hoeken maken gel^k aan 
O en aan 9r. De betrekking gaat door voor elke as en eiken 
cirkel , wanneer men de afstanden Q D en B D positief telt , 
als z^ naar 't middelpunt van den cirkel gericht z^n, en 
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negatief, als zg de tegengestelde richting hebben. Derhalve, 
Wanneer aan een cirkel twee raaklgnen ge- 
trokken worden, die elkaar in een willekeurig 
punt van eene vaste as sneden, dan is het pro- 
duct van de tangenten van de helften der hoe- 
ken, welke deze raakl^nen met de vaste as 
maken, onafhankelgk van de plaats van 'tsng- 
punt op de as en gelgk aan de verhouding der 
afstanden tot de as van de twee raakl:gnen, 
die met de as hoeken maken, respectievelgk 
gel^k aan 0^ en aan 180°. 

Deze verhouding ^^^^ noemen we in 't vervolg de ver' 

hovding van de lijn ten opzichte van den cirkel of de verJiou" 
ding van deti cirkel ten opzichte van de lyn. 

Dé verhouding van een cirkel ten opzichte van een zgner 
raaklignen is nul; zig is positief of negatief, naar gelang de 
rechte den cirkel al of niet sn^dt. Zg is -|~* 1 ^^^^ ^^^^ 
middell^n , oneindig groot voor eene l^n , die alleen in richting 
van eene raaklign verschilt; zij kriggt voor eindigen afstand 
van rechte en cirkel alleen dan de waarde — 1, wanneer 
de cirkel in een punt overgaat. 

We kunnen nu tot de behandeling der tangenten-inversie 
overgaan. 



a. Bepalingen. Grondbeginselen. 

1. Twee rechten zgn invers ten opzichte van eene rechte 
XX', as geheeten, en voor eene inversiestandva^tige A, als zg 
elkaar sneden in de as en met de as hoeken (p en (p^ ma- 
ken, die voldoen aan de betrekking 

tg \(p'tgi(p^:= A. 
Wanneer de eene rechte zich beweegt en eene kromme om- 
hult , zal ook de inverse rechte zich bewegen en eene kromme 
omhullen, die de inverse der eerste heet. 

Construeert men van alle krommen en van alle geïsoleerde 
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rechten eener figuur de inverse krommen en rechten, dan 
vormen die eene figuur, die uit de eerste heet afgeleid door 
tangenten-inversie , 

2. Twee rechten en hare inversen raken aan 
een cirkel. 

Het bewijs volgt onmiddellijk uit de voorafgegane be- 
schouwingen. 

3. De gemeenschappel^ke raakl^n van twee 
krommen is in lengte gel^k aan die harer in- 
versen; z^ verschilt er in teeken van. 

Zg (fig. 12) eerst een der krommen een punt P op XX'. 
Trekt men door P de raaklijnen AP en Pa en uit een 
tweede punt Q van de as BQ en Q6, dan is, als G en ede 
sn^punten van A P en B Q en van P a en Q 6 zgn , de vier- 
hoek P O Q c om een cirkel beschreven , en dus P C -|- C Q = 
^Pc + cQ. Nadert Q onbepaald tot P, dan gaat bg de 
limiet deze vergel^king over in 2 A P = 2 P a. In lengte zgn 
de raaklgnen dus gel^k : P A is echter negatief van zin , 
Pa positief. 

Trekt men, om de stelling in 't algemeen te bew:gzen, de 
raakl^n der twee krommen en die harer in versen, dan zullen 
deze elkaar sneden in een punt P der as , en de raaklijn der 
twee krommen zal door dit punt P ('t z^ uit- of inwendig) 
verdeeld worden in twee stukken, die respectievelgk op het 
teeken na gelgk z^n aan de stukken , waarin de raakl^n der 
inverse krommen door P verdeeld wordt. 

4. Deze stelling kan dienen om betrekkingen tusschen 
lengten van raaklijnen op de inverse figuur over te brengen. 
Verder zullen, als in de eene figuur eenige krommen eene 
raakl^n gemeen hebben, de inverse krommen ook aan eene 
zelfde rechte raken, en zal raking van twee krommen (samen- 
valling van twee gemeenschappelgke raaklgnen) ook raking 
der inverse krommen ten gevolge hebben. Door een en ander 
kan de tangenten-inversie dienen om uit bekende eigenschap- 
pen andere af te leiden. Alvorens echter tot de toepassingen 
te kunnen overgaan, moeten we de inversen van den cirkel 
en het punt bepalen. 

5. Z^ ter bepaling van de inverse figuur van den cirkel 



140 

Cj (fig. 13) de in versiestand vastige gegeven door de voorwaarde, 
dat A^P de inverse is van PAj. Neemt men dan A^PssPAj, 
dan zal, als de inverse figaur weer een cirkel is, die cirkel 
in A2 aan A^ P moeten raken (volgens n®. 3 , eerste ge- 
deelte) , en dan zal bovendien , om redenen van symmetrie , 
zgn middelpunt moeten liggen op de loodlgn uit Cj op XX' 
Uieergelaten. Dat de eenige cirkel G^, die aan beide voor- 
waarden voldoet, de inverse figuur is, zal aangetoond z^n, 
wanneer bewezen is , dat eene willekeurige raakl^n 6^ Q van 
Cj tot inverse heeft de raaklijn van C^ , die ook door 't punt 
Q van XX' gaat. Daar nu A^ P = P A^ is en XX J. C, C^ , 
is XX' de machtlgn van C^ en C^ en is dus ook 

maar A2P = PAi. 

Door deze gelgkheden op te tellen en aan weerszoden weg 

■ 

te laten de gel^ke stukken 

BiS + A,S' en SAj+S'B, 

vindt men 

SQ + S'P = PS + QS'; 

dat wil zeggen : in vierhoek P S Q S' kan een cirkel beschre- 
ven worden. Volgens de beschouwingen, waarmee we de 
tangenten-inversie hebben aangevangen, zal dus, als PN^-i 
bg inversie op A2 P valt, ook Bj Q op QB^ vallen ; en hier- 
mee is bewezen, dat de cirkel C^ de inverse figuur is vanG^. 

De inverse figuur van een cirkel is een cir- 
kel; de inversieas is machtl^n der twee cirkels. 

6. Z^n (fig. 14) Cj en C^ eikaars inversen voor de as 
XX' en de standvastige A, dan zullen de cirkels, die respectie- 
velgk Cj in Aj en C^ in A^, en C^ in Bj en C^ in B^ ra- 
ken, bg de inversie op hunne plaats big ven: hunne verhou- 
ding ten opzichte van de as XX' is dus gel^k A. 

_ A, O B^ O ^) 
^ Al O ~ B, O ' 

Noemen we Ai en A^ de verhoudingen van .Oj en van C^ 
ten opzichte van XX', dan is 



1) Hieruit vindt men, 't z^ ter loops opgemerkt, de inverse van eene rechte ff j, 
evenwijdig aan de as. 
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B^O A,0 

^'~ Al O' ^^- B,0' 
Derhalve is 

A^ = Ai . Aj, dat wil zeggen: 

De standvastige der inversie is middenevenre- 
dig tusschen de verhoudingen derinversiec^s 
ten opzichte der beide cirkels. 

Gevolg. A^ en A^ hebben altgd hetzelfde teeken; de as 
sngdt beide cirkels te gelgk of ligt tegelgk buiten beide; 
trouwens , de as is machtlgn. Voor A^ = O wordt A^ = co ; 
als de as eene raakl^n is van den eenen cirkel, is zg op ^t 
teeken na ook eene raakl^n van den anderen. 

7. In een b^zonder geval kan A^ = A^ : A^ de waard e — 1 
kragen. Dit gebeurt , als de inversiestandvastige A = ± V^ — A^ 
wordt genomen. De inverse figuur van den cirkel wordt dan 
een punt, dat, het spreekt van zelf, ook tot den cirkel- 
bundel moet behooren, waarvan de inversieas machtig n is 
en waartoe de gegeven cirkel behoort. Grenspunten bestaan 
echter alleen dan, wanneer de machtlijn buiten de cirkels 
van den bundel ligt; trouwens uit de formule bl^kt ook, 
dat Aj negatief moet z^n. 

Is de inversiestandvastige gelgk aan den vier- 
kantswortel uit de verhouding, met het tegen- 
gestelde teeken, van de inversieas ten op- 
zichte van den cirkel, dan is de inverse figuur 
van den cirkel een punt. 

Omgekeerd. De inverse figuur van een punt bui- 
ten de inversie£^s is een cirkel, wiens verhou- 
ding ten opzichte der as op het teeken na ge- 
l^k is aan het vierkant der inversiestandvastige. 

Een punt in de as bl^ft, 't behoeft nauwelgks gezegd te 
worden, bg de inversie op zgn plaats. 

8. Twee willekeurige cirkels kunnen in 't algemeen door 
tangenteninversie uit elkaar worden afgeleid. De machtlgn is 
de inversieas. De inversiestandvastige heet in dit geval in 't 
vervolg de onderlinge verhouding der twee cirkels. De over- 
gang is, als de teekens der cirkels bepaald zgn, op slechts 
eene wgze mogelgk. 



142 

Overeenkomstige raaklijnen van twee cirkels heeten in 't 
vervolg zulke, welke bg deze inversie in elkaar overgaan. 

9. Opgemerkt moet nog worden, dat de constructie der 
inverse figuur zeer eenvoudig wordt, wanneer men de inver- 
siestandvastige geeft door de conditie , dat een bepaalde cirkel 
b^ de inversie op zgn plaats moet blgven. Voor de con- 
structie van de inverse eener rechte is dan slechts noodig 
de constructie van eene raakl:yn aan den cirkel in eene ge- 
geven richting of uit een gegeven punt en het construeeren 
eener evenwgdige Ign. Om den inversen cirkel te vinden, 
kan men volgens de noot b^ n°. 6 gebruik maken van twee, 
aan de inversieas evenw^dige, raakl:gnen des gegeven cirkels. 
Wordt de inverse cirkel een punt, dan behoeft men slechts 
eene middenevenredige van twee gegeven stukken te vinden. 



b, Gelijkvormigheids'assen en -punten. 
Cirkelstelsels , cirkelbundels. 

10. Zgn (fig. 15) a^ en a^, b^ en b^ twee paren overeen- 
komstige raaklgnen der cirkels 0^ en O2 , dan kan men een 
cirkel beschrgven, die deze rechten raakt: de rechte c^j die 
't sngpunt van a^ en b^ met dat van a^ en b^ verbindt , heeft 
ten opzichte van dezen cirkel dezelfde verhouding als ten 
opzichte van 0^ (namelgk de standvastige der inversie om a> 
als as, die a^ in b^ overvoert), en evenzoo van Oj. 

De verbindingslgn van het sng punt van twee 
raaklgnen eens cirkels met het sngpunt van 
de overeenkomstige raaklgnen aan een ande- 
ren cirkel heeft ten opzichte van de twee cir- 
kels gelgke verhoudingen. 

Bepaling. Eene rechte, die gelgke verhoudingen heeft ten 
opzichte van eenige cirkels , heet eene gelijkvormigheidsas van 
die cirkels. 

11. Trekt men omgekeerd uit de sngpunten eener gelgk- 
vormigheidsas a met een paar overeenkomstige raaklgnen 
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van twee cirkels, nog twee raakliynen aan die cirkels, dan 
zgn ook deze raaklgnen overeenkomstig. 

12. Door de snigpunten van a^ en a^ met andere paren 
overeenkomstige raaklignen te bepalen, komt men tot on- 
eindig veel gel^kvormigheidsassen van twee cirkels. Bepalen 
we hare omhullende, a en (fig. 16) mogen twee gel^kvor- 
migheidsassen z^n, die de cirkels niet raken. Z^n a^ en a^ 
twee overeenkomstige raaklynen, die ^ in L en M, /3 in P 
en Q sneden, dan zullen ook de raakl^nen b^ en b^j door 
L en M aan 0^ en 0^ getrokken , en evenzoo c^ en c^ , door 
P en Q aan 0^ en 0^ getrokken, overeenkomstig zyn, en 
volgens n^. 10 is y, de rechte, die 't sngpunt van b^ en c^ 
met het sngpunt van Jj en c^ vereenigt, eene gelgkvormig- 
heidsas. De snijpunten I , II , III van de z^den a^ en a^ , 
6j en b^ , Cj en c^ van twee driehoeken liggen op eene rechte ; 
de verbindingsl^nen van de overeenkomstige hoekpunten van 
die driehoeken, namel^k de rechten x, (3, y gaan dus door 
een punt ü. Derhalve gaat y door 't snijpunt van a en (3, 
Rolt nu aj langs 0^ en a^ om Oj , dan blgft y door ü gaan 
en valt achtereenvolgens samen met alle rechten, die door 
ü getrokken kunnen worden 

Als twee gel^k vormigheidsassen van twee 
cirkels elkaar sneden, is elke rechte, door 
't sn^punt gaande, eene gel^kvormigheidsas. 

Maar op die w^ze kr^gt men ook alle bestaande gelgk- 
vormigheidsassen ; sneed toch eene gel^kvormigheidsas x niet 
in U, maar in U', dan zou op dezelfde wgze aangetoond 
kunnen worden, dat alle l^nen door ü' en vervolgens, dat 
alle Ignen in 't vlak gelgkvormigheidsassen z^n; en 't laat- 
ste is ongergmd, omdat er alt^d rechten zgn, die een der 
cirkels wel, den anderen niet sneden, en die dus geen 
gel^kvormigheidsassen z^n. Derhalve 

Alle gel^kv.ormigheidsassen van twee cirkels 
gaan door een punt. 

Bepaling. Dat punt heet het gelijkvormigheidspunt der twee 
cirkels. 

Opmerking 1. Daar de centrale eene gelijk vormigheidsas 
is, ligt het gelijkvormigheidspunt op de centrale. 
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Opmerking 2. Als de cirkels raaklignen gemeen hebben 
(rechten van de verhouding nul), gaan de gemeenschappe- 
l^ke raakl^nen door het gelgkvormigheidspunt. 

13. Drie cirkels 1,2,3 hebben twee aan twee een ge- 
lijkvorinigheidspunt. De verbindingslijn van de gelijkvormig- 
heidspunten van 1 en 2 , en van 2 en 3 heeft gelijke ver- ' 
houdingen ten opzichte van 3 en 1 en gaat dus door 't 
gelgkvormigheidspunt van 3 en 1. 

De drie gel^kvormigheidspunten van drie 
cirkels liggen op eene rechte, de eenige ge- 
I^kvormigheidsas der drie cirkels. 

14. Deze drie cirkels zyn echter niet de eenige, die ten 
opzichte van hunne gdgkvormigheidsas XX' de verhouding 
A hebben: elke cirkel rakende aan twee willekeurige rechten 
a en 6 en aan a^ , de inverse van a voor XX' en A , heeft 
ten opzichte van XX' dezelfde verhouding. 

Er zfln oneindig veel cirkels, die ten op- 
zichte van eene gegeven rechte dezelfde ver- 
houding hebben. 

Bepaling. Al die cirkels vormen, wat wg zullen noemen 
een cirkelstelsel. Waar dit noodig is, zullen we zulk een 
stelsel een gelijhvorrhigheidsstelsel noemen ter onderscheiding 
van de groep cirkels met een machtpunt, het machtstelsel 
(punten-in versie n°. 14). Een stelsel is in 't algemeen be- 
p£|.ald door drie z^ner cirkels. 

15. Een cirkel kan tegelgkertgd tot twee stelsels behooren 
(gelgkvormigheidsassen XX' en YY', verhoudingen A en fjt), 
en wel raakt aan elke rechte a van 't vlak zulk een cirkel: 
die cirkel behoeft namelgk behalve aan a slechts te raken 
aan a^ en a/, de inversen van a voor XX' en A, en voor 
YY' en fJL. 

De doorsnede van twee cirkelstelsels be- 
staat uit oneindig veel cirkels. 

Bepaling. Die cirkels worden gezegd te vormen een ctr- 
kelbundeh 

16. Elk paar cirkels van den bundel bezit dezelfde twee 
gelgkvormigheidsassen XX' en YY'; 't bezit dus (n*'. 12) 
een gelflkvormigheidspunt. Alle rechten, die telkens twee 
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middelpunten dier cirkels verbinden, gaan door 't gelgkvor. 
migheidspunt (n°. 12. Opm. 1); dit is alleen mogel]yk, wan- 
neer de cirkels eene gemeenschappelgke centrale hebben. 

De cirkels van een bundel hebben eenege- 
meenschappel^ke centrale en elk paar dier 
cirkels een zelfde gel^kvormigheidspunt, dat 
het gel^kvormigheidspunt van den bundel heet. 

17. Trekt men voor een nader onderzoek van den bundel, 
eehe rechte in 't gel^kvormigheidspunt loodrecht op de cen- 
trale, en is de afstand van een middelpunt eens cirkels tot 
deze rechte a, de straal van dien cirkel r, dan is voor alle 

cirkels van den bundel — t— = standvastig:, en dus ook - 

standvastig. Daaruit volgt 

1^. de bundel ligt symmetrisch ten opzichte van 't gelgk- 
vormigheidspunt; 

2^. het geligkvormigheidspunt is de oneindig kleine cirkel 
van den bundel; 

T ^^ CL 

3°. ingeval . negatief is, ligt het gelgkvormigheidspunt 

buiten alle cirkels ; door het gelgkvormigheidspunt kan men 
dan aan een der cirkels twee raaklijnen trekken, die dan 
ook alle andere cirkels zullen raken; in het geval van den 
negatieven bundel heefb elk paar cirkels dus dezelfde twee ge- 
meenschappelgke raaklgnen (fig. 17); 

T " CL 

4®. is . positief, dan ligt het gelgkvormigheidspunt 

binnen alle cirkels en hebben geen twee der cirkels eene ge- 
meenschappel^ke raaklgn; in dit geval spreken we van een 
positieven bundel (fig. 18); 

5®. de overgang tusschen de twee typen wordt gevormd 
door eene groep cirkels , die elkaar alle in hetzelfde punt 
raken ; deze overgang verschilt niet van dien der twee soor- 
ten van machtbundels (puntenin versie n°. 17). 
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c. Lengte van raaklijnen tusschen twee cirkels. 
Inversie van cirkelstelsels en cirkelbundels. 

(De twee gemeenschappel^ke raakl:gneu van twee cirkels 
z^n op het teeken na gel^k). 

18. Zgn öj en a^, b^ en b^ twee paren overeenkomstige 
raaklgnen van de cirkels 0^ en O2 (fig. 19), dan kan men 
een cirkel N beschrgven, die aan deze rechten raakt. Inver- 
teert men nu om de machtlign XX' van 0^ en O2 als as en 
voor de onderlinge verhouding der cirkels als inversiestand- 
vastige, dan gaan 0^ en 0^ in elkaar over, terwgl de inverse 
cirkel van N moet raken aan de inversen van a^, a^^ b^y 6^, 
dat is aan a^, a^, i^, b^ ; N bl^fb dus op zgn plaats; daaruit 
volgt , dat Pj q^ = q^ p^ is en dat de verhouding van N ten 
opzichte van XX' gelgk is aan de standvastige der toege- 
paste inversie. 

Een cirkel, rakende aan twee paar overeen- 
komstige raakl^nen van twee andere cirkels, 
heeft met deze gel:gke gemeenschappel^ke 
raaklgnen en ten opzichte hunner machtlgn 
eene verhouding gelgk de onderlinge verhou- 
ding der cirkels. 

De cirkel N heeft ten opzichte van Oj en O2 drie verschil- 
lende eigenschappen; is éene dier eigenschappen gegeven, 
dan kunnen de andere bewezen worden. Ook zonder elk dier 
gevallen in 't bgzonder behandeld te hebben, zullen we die 
stellingen in 't vervolg toepassen. 

B^zonder geval. Als een cirkel twee andere raakt, sngden 
de raakl^nen in de gemeenschappel^ke raakpunten elkaar in 
de machtlijn dier twee cirkels. 

19. Alle cirkels, die met twee cirkels gelgke raaklijnen 
hebben, vormen een stelsel, waarvan de machtlgn der twee 
cirkels gelgkvormigheidsas is; de gemeenschappelgke verhou- 
ding van al deze cirkels ten opzichte der machtlgn is na- 
melyk gelijk aan de onderlinge verhouding der twee cirkels. 

20. Met behulp van deze stelling kan men tot de inverse 
figuur van een stelsel komen; altyd toch is het mogelgk 
twee cirkels te vinden zoodanig, dat elke cirkel van 't ge- 
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geven stelsel gelgke raaklgnen met hen heeft; men behoeft 
daarvoor slechts een willekeurigen cirkel te nemen en zgn 
inversen voor de gel^kvormigheidsas en de verhouding van 
't stelsel ten opzichte der as als inversiestandvastige. Transfor- 
meert men nu 't stelsel en deze twee cirkels om eene wille- 
keurige as, dan bestaat de inverse figuur uit twee cirkels 
en een oneindig aantal cirkels, die met deze twee gelgke 
raaklgnen hebben; al deze cirkels vormen echter volgens 
n°. 19 een stelsel, derhalve 

De inverse figuur van een cirkelstelsel is 
een cirkelstelsel. 

Opmerking. De geligkvormigheidsas van een stelsel bevat 
alle oneindig kleine cirkels tot het stelsel behoorende. B^ de 
inversie worden in 't algemeen die oneindig kleine cirkels 
tot eindige: z^ vormen in de inverse figuur dus niet de ge- 
lijkvormigheidsas. 

De gelijkvormigheidsassen van twee inverse 
stelsels z:gn geen inverse rechten. 

De gelgkvormigheidsas van 't inverse stelsel is de inverse 
van de gemeenschappelgke raakl^nen van al die cirkels van 
't oorspronkelgke stelsel , die ten opzichte der inversieas eene 
verhouding hebben, op het teeken na gelgk aan 't vierkant 
der inversiestandvastige. 

21. Van het stelsel komen we tot den bundel: elke bundel 
kan beschouwd worden als de doorsnede van twee stelsels; 
daaruit volgt onmiddell^k 

De inverse figuur van een cirkelbundel is 
een cirkelbundel. 

De gelgkvormigheidspunten van twee inverse bundels zgn 
geen inverse punten; het gel^kvormigheidspunt van den in- 
versen bundel is de inverse figuur van dien cirkel van den 
oorspronkelgken bundel, die ten opzichte der inversieas eene 
verhouding heeft, welke op het teeken na gel^k is aan 't 
vierkant der inversiestandvastige. 

22. Bigzondere gevallen. 1^. Neemt men als inversieas eene 
gel^kvormigheidsas van den bundel, die ten opzichte van 
alle cirkels van den bundel de verhouding A| heeft en is A 
inversiestandvastige , dan zal de verhouding van de as ten op- 

N. A. ▼. W. Dl XVI, 10 
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zichte van de inverse cirkels A^ = A^ : A^ zgn. Is A^ positief, 
dan kan men A^ = A^ nemen ; dan wordt A^ = 1 , d. w. z, alle 
inverse cirkels hebben de inversieas tot centrale. Heeft men 
tegel^kert^d die gelgkvormigheidsas tot inversieas genomen, 
die loodrecht op de centrale van den bundel staat , dan moeten 
de middelpunten van de cirkels ook op de centrale blgven; 
alle middelpunten van de inverse cirkels vallen dan samen 
in 't geligkvormigheidspunt. 

Een positieve bundel kan door inversie om 
de gel^kvormigheidsas, die loodrecht op de 
centrale staat, steeds veranderd worden in 
een stel concentrische cirkels. 

2°. Is Aj negatief, dan wordt door A^== — Aj te nemen 
A2 = — 1, d. w. z, alle cirkels gaan in punten over, die 
natuurligk op eene rechte moeten liggen. 

Een negatieve bundel kan door inversie om 
eene der gelgkvormigheidsassen, die geen der 
cirkels sngdt (en zoo zijn er oneindig vele), steeds 
veranderd worden in eene puntenrg. 

Deze beide bgzondere gevallen kunnen dienen om constructies 
in den willekeurigen bundel te vereenvoudigen. 

28. Komen we terug op de stelling van n**. 19. 't Omge- 
keerde er van is gemakkelyk te bewgzen, 

Als drie cirkels van een stelsel (het stelsel is door 
drie cirkels bepaald) met twee gegeven cirkels ge- 
l^ke raakl:gnen hebben, hebben alle cirkels 
van 't stelsel met die twee cirkels gel^ke 
raakl^nen. 

Men kan de stelling ook tot den bundel beperken. 

Als twee cirkels N^ en N^ van een bundel met 
twee gegeven cirkels 0^ en 0^ gelgke raaklg- 
nen hebben, hebhen alle cirkels van den bun- 
del met Oj en 0^ gel:gke raakl:gnen. 

24. De laatste stelling kan nog anders uitgedrukt worden; 
men kan zeggen, Nj heeft met Oj en 0^ gelgke raaklgnen 
van de lengte a^ , Nj, heeft met Oj en 0^ de geligke raak- 
Ignen a^ , derhalve heeft Ng (van denzelfden bundel) ook met 
Oj en O2 gelgke raaklgnen, bgvoorbeeld van de lengte a^^ 
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en zoo voort. Men kan echter de zaak omkeeren en zeggen: 

0} heeft met N^ de raaklgn a^, met N2 de raakl^n a^^ met N3 
de raakl^n a^j enzoovoort; 

O2 heeft met N^ de raaklign a^ , met Nj de raaklgn a^, der- 
halve met N3 de raaklign a^, enzoovoort. 

Beschouwt men dan 0^ en 0^ als mllekeurige standen van 
een veranderleken cirkel , die voortdurend met N^ de raaklign 
rij , met N2 de raaklgn a^ heeft , dan luidt de stelling dus : 

Als een veranderlgke cirkel met twee cir- 
kels van een bundel raakl^nen van standvas- 
tige lengte gemeen heeft, heeft hg met alk cir- 
kels van den bundel raaklgnen van standvas- 
tige lengte. 

25. Transformeert men den bundel en den veranderleken 
cirkel in een zgner standen zóo, dat de bundel in een stel 
concentrische cirkels of in eene puntenrg overgaat, dan zul- 
len er in de inverse figuur in 't algemeen twee cirkels of 
twee punten tot het stel of de r^ behooren , die den inversen 
van den veranderleken cirkel raken, respectievelgk op dien 
cirkel liggen. Maar dan z^n er in den bundel ook twee cir- 
kels, die den veranderleken cirkel in een zgner standen en 
dus in eiken stand raken. 

Als een veranderlg^e cirkel met twee cirkels 
van een bundel raakl^nen van standvastige 
lengte gemeen heeft, raakt h^ in 't algemeen 
twee vaste cirkels van den bundel. 

Die rakende cirkels zgn uit het bovenstaande gemakkelgk 
te construeeren. 

26. Is boven gevonden, dat de cirkels ^ die met twee ge- 
geven cirkels gel^ke raakl^nen hebben, een stelsel vormen, 
dan volgt daaruit, dat de cirkels, welke met drie gegeven 
cirkels gelgke raakl^nen hebben , een bundel vormen , die de 
doorsnede is van het stelsel , dat met 0^ en O2, en het stelsel , 
dat met 0^ en O, gelgke raaklgnen heeft. 

De cirkels, die met drie gegeven cirkels ge- 
l^ke raakl^nen hebben, vormen een bundel. 

Opmerking. Zgn de teekens der drie cirkels onbepaald ge- 
laten, dan zgn er vier bundels mogelgk. 
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27. De machtlgnen der drie cirkels zgn gel^kyormigheids- 
assen van de drie stelsels, waarvan de bundel de doorsnede 
is; daaruit zou weer Yolgen, dat de drie machtlgnen door 
een punt gaan. Het machtpunt is dus 't gelgkyormiglieids- 
punt van den bundel. 

Zgn er vier bundels , dan is 't machtpunt de gemeenschap- 
pelgke oneindig kleine cirkel dezer vier bundels. 

28. De drie cirkels 0^ , 0^ , O3 z^n ook te beschouwen als 
drie standen yan een yeranderlgken cirkel, die met de cir- 
kels yan den bundel raaklignen yan standvastige lengte heeft. 
In den bundel zign dan in 't algemeen twee vaste cirkels , 
die door den veranderleken cirkel geraakt worden. 

Er zign in 't algemeen twee cirkels, die 
drie gegeven cirkels raken. 

Zgn de teekens der cirkels niet gegeven, dan vindt men 
in elk der vier bundels twee rakende cirkels. 

De constructie dezer cirkels, het problema van Apollo- 
mus , is door 't gezegde in n^. 25 gemakkelgk uit te voeren. 

29. Het vraagstuk van Apollokius is een bgzonder geval 
van 't volgende. 

Een cirkel te beschrgven, die met drie ge- 
geven cirkels gelgke gemeenschappelg ke 
raaklgnen van gegeven lengte et heeft. 

Zgn de teekens der cirkels gegeven , dan heeft men in een 
bundel, zoo niet, dan heeft men in vier bundels naar de 
oplossingen te zoeken, 't Vraagstuk is dus hetzelfde als het 
volgende. 

In een cirkelbundel, welks cirkels met 
een veranderlg ken cirkel raaklgnen van 
standvastige lengte hebben, dien cirkel te 
bepalen, die met den veranderlg ken cirkel 
eene raaklgn van de gegeven lengte » heeft. 

Door den bundel en een stand van den veranderlgken 
cirkel te transformeeren zóo , dat de bundel in een. stel con- 
centrische cirkels of in eene puntenrg overgaat, laat dit 
vraagstuk zich terugbrengen tot een der volgende. 

üit een gegeven punt als middelpunt een 
cirkel te beschrgven, di e me t een gegeven 
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cirkel eene gem eens chap pe Ig ke raaklign 

van gegeven lengte heeft, 

of 

Op een gegeven rechte een punt te vinden 
zoodanig, dat de raakl:gnen uit dat punt 
aan een gegeven cirkel getrokken, eene ge- 
geven lengte » hebben. 

Beide vraagstukken zign zóo eenvoudig, dat hiermee de 
vraag als opgelost beschouwd kan worden. Elk vraagstuk 
laat twee oplossingen toe; zijn de teekens der cirkels niet 
gegeven, dan zgn er dus acht oplossingen mogel^k. 

30. Zg nu (fig. 20) N een cirkel, die met 0^, 0^, O3 ge- 
Igke raaklgnen heefb, dan zijn volgens n^. 18 zgne raak- 
l^nen a^ en a^^ h^ en \mei de cirkels 0^ en 0^ overeen- 
komstige raakl^nen. Derhalve 

sn^'den elkaar in de machtl^n XX' van 0| en 0^; 

sneden elkaar in de machtlign XX' van 0^ en O2; 
sngden elkaar in de machtlgn TY' van 0^ en O3; 
sn:gden elkaar in de machtl^n YY' van 0^ en O3; 
sneden elkaar in de machtig n ZZ' van O3 en 0|; 
b^ en &3 snijden elkaar in de machtl^n ZZ' van O3 en 0^. 
We kunnen ons nu voorstellen , dat we uitgaan , niet van 
de cirkels Cj , Oj , C3 , maar van den cirkel N : we kunnen 
den cirkel N en daarom heen de zes willekeurige raaklgnen 
^11 ^2 » ^3 ) ^1 » ^2 ' % » ^^ volgorde gegeven onderstellen. 
Bakende aan telkens twee overstaande rechten a^ en b^ , 
ttj en 627 ^3 611 <^z tan men nu de cirkels Oj, 0^, O3 be- 
schrijven, die met den cirkel N raaklgnen van gel^ke, maar 
overigens willekeurige lengte gemeen hebben. De raaklgnen 
snijden elkaar dan twee aan twee in de machttgnen dezer 
cirkels; XX' gaat door 't sn:gpunt van 04 en a^ en van 
6j en 62» YY' door dat van a^ en 63 en van «3 en b^) TIU 
door dat van a^ en a^ en van ^3 en i^. 

Maar XX', YY', ZZ' gaan door een punt, derhalve 
Theorema van Bbianchon. De hoofddiagona- 
len van een raakl^nen-zeshoek gaan door 
éénpunt. 



«1 


en Oj 
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h 


en 6j 
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en J3 


«3 


en h^ 


«1 


en a, 
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N.B. Dit bew^s kan ook vrg gemakkelgk g^even wor- 
den zonder van de inversie gebruik te maken. 

31. Omgekeerd kunnen elke drie rechten, door een punt 
gaande , beschouwd worden als hoofddiagonalen van een zes- 
hoek, om een gegeven cirkel N (fig. 21) beschreven. Boven- 
dien kan men éene raakl^n A B , zigde van den zeshoek, nog 
vdllekeurig aannemen. Trekt men dan achtereenvolgens B G , 
CD, DE, EP, FA, dan moet PA raaklijn aan N zgn; 
anders zou strgd ontstaan met het theorema van B&ianchon. 

Transformeert men nu AB om TT', de komende rechte 
om ZZ' vervolgens om XX' en nog eensom TT', ZZ', XX', 
en neemt men de inversiestandvastigen alt^d zoo , dat de cir- 
kel N op z^n plaats bl^ft , dan zal de rechte A B na deze 
transformaties op haar plaats teruggekomen z^n. En met 
elke rechte in 't vlak gebeurt hetzelfde; hetgeen duidelgk 
wordt, wanneer men eerst een cirkel beschrgft, die deze 
rechte raakt en tot den bundel behoort , waarvan 't sngpunt 
O gel^kvormigheidspunt is en N een cirkel. 

Elke rechte in 't vlak komt op hare plaats 
terug, als men haar achtereenvolgens 
transformeert om drie rechten, die door een 
punt gaan, en men op de gevonden rechte 
dezelfde transformaties toepast; wanneer 
ten minste de standvastigen dezer inversies 
gelgk zgn aan de verhoudingen der drie 
assen ten opzichte van een zelfden, maar 
overigens willekeurigen cirkel. 

Opmerking. De standvastigen A^ , A^ , A3 dezer inversies 
zgn gebonden aan de betrekking 

\=^ nn (Y, Z) + \^ sin (Z, X) + 1^ sin (X, Y) = , 

waarin (T, Z) den hoek voorstelt tusschen de positieve rich- 
tingen TT' en ZZ'. Twee standvastigen kunnen blgkbaar wil- 
lekeurig genomen worden; de derde is dan echter bepaald. 
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d, Anharmonische verhouding. 

32. Uitgangspunt voor dit hoofdstuk is de bekende stelling 
van Stein£ii: 

Vier gegeven raaklgnen yan een cirkel 
bepalen op elke willekeurige raaklgnvan 
denzelfden cirkel eene puntenr:g van stand- 
vastige anharmonische verhouding. 

't Bewijs wordt gegeven door op te merken,' dat de an- 
harmonische verhouding van a^ b^ c, d (fig. 22), de sng- 
punten der raakl^nen I, II, III, IV met de raaklgn in 't wil- 
lekeurige punt N, gelgk is aan 

ca da sincMa sindMa siny N a ^ siniNa 

eb' db sincMb'sindMb 8inyN(3' siniNff 
daar Nöt, N/3, Ny, Nï loodrecht staan respectievelflk op 
Ma^ Mb^ Mc^ Md. De grootte der laatste hoeken is 
onafbankel^k van de plaats van N op den cirkel. 

33. Bepaling. De standvastige anharmonische verhouding van 
de puntenrij, door vier raakl^nen eens cirkels op eene wil- 
lekeurige vgfde raakl^n bepaald , heet de aniiarmonische ver" 
houding der vier raaklijnen aan den cirkel* 

34. De anharmonische verhouding van vier raakl^nen aan 
een cirkel is gel^k aan die van hare inversen. 

Immers, de raakl^'n, die de puntenr^ draagt, kan bg den 
cirkel en ^n inversen willekeurig gekozen worden. Neemt 
men nu daarvoor twee overeenkomstige raaklignen, dan lig- 
gen elke twee overeenkomende punten der twee punten- 
r^en op eene gel^kvormigheidsas (vergelgk fig. 16) en zoo 
bl^kt de anharmonische verhouding van beide rijen gel^k te 
zgn aan die van den stralenbundel in 't gelgkvormigheids- 
punt. 

Opmerking. Men kan ook voor de anharmonische verhou- 
ding van vier raaklgnen schreven het >Doppelverhaltnisz'' 
van de sinussen van de helften der hoeken tusschen die raak- 
Ignen; het behoud der anharmonische verhouding kan dan 
bewezen worden met behulp der betrekking 

8ini{x',l3')= ^ . =.9inUci,l3), 

V [\^cos''i{a,x)-\-8in^^x,»)] [A^co«^i(^,i3)+ainH(^,i3)J 
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waarin a en de raaklgnen, cb>' en (3^ hare inversen, o: de 

as en (a, /3), hoeken tusschen die rechten voorstellen. 

Wordt de cirkel bg inversie in een punt overgevoerd, dan 
is wel weer het „Doppelverhaltnisz" van de sinussen der 
halve hoeken even groot, maar die verhouding is niet dat- 
gene, wat men onder de anharmoniscbe verhouding van een 
stralenbundel verstaat. 

35. Een stelsel van raaklgnenparen aan een cirkel heet 
eene involutie , als de anharmonische verhouding van elke vier 
dier raaklgnen gelgk is aan die harer toegevoegden. Eene 
raaklgneninvolutie bepaalt op elke raaklgn aan denzelfden 
cirkel eene punteninvolutie. 

36. Eene raaklgneninvolutie kan men doen ontstaan door 

de raaklgnen »^ /3 , / , willekeurig aan een cirkel te 

trekken en vervolgens om eene willekeurige as zóo te inver- 
teeren, dat de cirkel met zgn inversen samenvalt. Zgn dan 

^19 /^i « ^19 ^^ inverse raaklgnen , dan vormen de pa- 
ren X en «1 , /3 en j3j , y en /j , eene involutie , omdat 

de anharmonische verhouding van elk viertal bgvoorbeeld 
{a \ iSj y) volgens n®. 34 gelgk is aan die harer inversen 

37. Maar bovendien , elke involutie « en «j , /3 en j3j , . . . . 
kan men op deze wgze doen ontstaan. Immers, men kan 
altgd om de Ign, die 't sngpunt van » en »^ met 't sng- 
punt van /3 en /3j verbindt, als as zóo in verteeren, dat »^ 
de inverse van «, jSj de inverse van /3 wordt; eene raaklgn 
y van een willekeurig ander paar moet dan de inverse worden 
van haar toegevoegde raaklgn, omdat bg twee paren punten 
en een punt van eene involutorische rg maar een zesde punt 
te vinden is. 

38. Bepaling. De as en de standvastige der inversie , waar- 
van in de vorige § sprake is, heeten aa en standvastige der 
involutie. Eene involutie noemen we in 't vervolg positief of 
negatief, naar gelang hare standvastige positief of ne- 
gatief is. 

39. Uit n°. 37 volgt onmiddellgk 

de sugpunten van de raaklgnenparen eener 
involutie liggen op eene rechte. 
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Met behulp yan deze stelling construeert men gemakkel^k 
tot vijf raaklignen eener inyolutie de zesde. 

40. In eene positieve inyolutie met de standvastige A val- 
len twee stralen van een paar samen, als zg met de as een 
hoek (p maken , zoodanig dat tg \0 = ±: |/A is : zulk eene 
raaklgn heet een dubbelstraal, Eene positieve inyolutie heeft 
twee dubbelstralen. Die dubbelstralen z^n gemakkelgk te con- 
strueeren: vooreerst kan de as volgens n^. 87 gevonden 
worden, de dubbelstralen raken dan den cirkel in zgne sng- 
punten met de as. 

41. Met de dubbelstralen komen overeen dubbelpunten in 
de puntenrig van n?. 32. De twee dubbelpunten hebben daar 
met de punten van elk paar eene anharmonische verhouding 
— 1 en vormen dus eene harmonische puntenrg. Zoo is 't 
ook in de raaklgneninvolutie. 

Elk paar raaklgnen eener positieve inyo- 
lutie vormt met de dubbelstralen een ha r- 
monischen stralenkring. 

42. Tusschen deze raakl^neninvoluties en de puntenkrin- 
gen, die b^ de punteninversie besproken z^n, bestaat een 
eigenaardig verband; in figuur 22 zgn alle stralen van den bundel 
(M , abcd) loodrecht op die van den bundel (N , » (3 y S); 
die bundels hebben dus dezelfde anharmonische verhouding, 
maar die verhouding van (if , abcd) is dezelfde als van de 
de puntenrQ abcd; derhalve 

De anharmonische verhouding van vier 
raakl^nen aan een cirkel is gel^kaandie 
harer raakpunten. 

43. Daaruit volgt onmiddellijk, dat de raakpunten eener 
raakl^nen-involutie eene punten-involutie vormen. De koor- 
den, die telkens twee toegevoegde punten eener inyolutie 
verbinden, gaan door éen punt (n°. 39, punten-inversie) , 
daaruit volgt 

Als men uit de punten eener rechte l^n 
paren raaklgnen trekt aan een cirkel, gaan 
alle koorden, die twee toegevoegde raak- 
punten verbinden, door éen punt. 

Ligt de rechte buiten den cirkel, dan zgn beide involuties 
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negatief, en ligt het sngpunt binnen den cirkel; sn^dt de 
rechte den cirkel, dan zgn de involuties positief, en 't punt 
is dan sngpunt der dubbelstralen. 

44. Tusschen de rechte, die alle sn^punten bevat van de 
paren raakl^nen en het punt, dat op alle verbindingslgnen 
ligt van telkens twee punten der involutie, bestaat nog eene 
eigenaardige betrekking; sn^dt (fig. 23) de as XX' den cir- 
kel, dan vormen de dubbelstralen i en 3' met een paar 
raaklijnen et en ct^ der involutie een harmonischen kring; 
z^ bepalen dus op elke willekeurige raakl^n van den cirkel, 
dus ook op S' eene harmonische puntenrij ; derhalve is de r^ 
P, Q, R, S harmonisch en ook de stralenbundel AP, AQ, 
AR , AS ; AP is dus harmonisch gepaard met XX' ten opzichte 
van de raakl^nen x en a^. 

Sn^dt (fig. 24) de rechte XX' den cirkel niet, dan con- 
strueert men een paar raaklignen x en x^ en dat paar i en 
^i , dat met deze harmonisch is : deze twee paren raakl:gnen 
bepalen op elke andere raakl^n , dus ook op 3 eene harmo- 
nische puntenrij ; derhalve vormen D , B , C , E eene harmo- 
nische puntenrij, en is AD, AB, AC, AE een harmonische 
stralenbundel; AP is dus met XX' harmonisch gepaard ten 
opzichte van de raaklgnen x en x^^ Derhalve 

De omhullende van de rechte, die met eene 
vaste rechte harmonisch gepaard is ten op- 
zichte van dé raakl:gnen-paren, uit de pun- 
ten dier rechte aan een cirkel getrokken, 
is een punt. 

Bepaling. Dat punt heet de pool der gegeven rechte. 

45. We komen tot het verband tusschen de beschouwde 
raakl^nen- en cirkelstelsels. 

De r a aki ^ ne np ar en , die een cirkel van 
een stelsel met de andere cirkels van dat 
stelsel gemeen heeft, vormen eene involutie. 

Dit volgt onmiddell^k uit de inversie om de gelijkvormig- 
heidsas; daarb^ kan de cirkel op z^ne plaats gelaten wor- 
den, terw^l de raakl:gnen. van een paar onderling van plaats 
verwisselen. 

De gel^kvormigheidsas van dat stelsel is de as der involutie. 
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46. Elke cirkelbundel bepaalt met eiken 
anderen cirkel eene involutie. 

Men kan namel^k een stelsel denken, waartoe de bundel 
en de cirkel behooren ; de stelling is dan tot die van n^. 48 
teruggebracht. 

De assen van alle involuties, door een bundel bepaald en 
door willekeurige cirkels , gaan alle door 't gelijkvormiglieids- 
punt van den bundel. 

47. Men kan vragen naar de dubbelstralen dezer involuties. 
Wanneer een stelsel met een z^'ner cirkels eene involutie 

bepaalt, z^n er alleen dan dubbelstralen, wanneer de ver- 
houding van 't stelsel ten opzichte zgner gelgkvormigheidsas 
positief is, bgvoorbeeld gel^k +A; dan maken de dubbel- 
stralen van alle involuties, die op deze w^ze uit een cirkel- 
stelsel gevormd kunnen worden, met de gel^kvormigheidsas 
van 't stelsel een hoek , waarvoor tg \0 = ± |/a is ; die 
dubbelstralen vormen twee stellen evenwijdige lijnen. 

48. Wat de dubbelstralen betreft van de involuties, door 
een bundel op een willekeurigen cirkel bepaald , zg ontstaan , 
wanneer deze cirkel een cirkel van den bundel raakt; elke 
rechte van 't vlak kan men dubbelstraal doen worden van 
eene involutie, door een gegeven cirkelbundel bepaald; dra- 
ger dier involutie is elke cirkel, die deze rechte in hetzelfde 
punt raakt, waarin z^ door dien cirkel van den bundel 
geraakt wordt, die haar tot raakl:gn heeft. Men zal dus, om 
tot eene omhullende van dubbelstralen te komen , eene beper- 
king moeten invoeren; w^ zullen alleen het geval beschou- 
wen, dat de cirkel, waarmee de bundel de involutie bepaalt, 
met twee en dus met alle cirkels van den bundel (n^. 24) 
raaklgnen van standvastige lengte heeft. Zulk een cirkel raakt 
dan ook in 't algemeen aan twee vaste cirkels van den 
bundel (n°. 25); de raaklijnen van die twee cirkels zijn de 
dubbelstralen; derhalve 

De omhullende van de dubbelstralen van 
alle raaklijnen-involuties, die een cirkel- 
bundel bepaalt met een veranderlijken cir- 
kel, die met twee, en dus met alle, cirkels 
van den bundel raakl^nen van standva s- 
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tige lengte heeft, wordt gevormd door twee 
cirkels yaD den bundel. 

49. Ten slotte moge gewezen worden op een verband, 
dat bestaat tussehen elke cirkeltransformatie door p anten en 
eene cirkeltransformatie door raaklgnen. 

Transformeert men een cirkel punt voor punt, door elk 
punt er van met een vast punt te vereenigen en op die ver- 
bindingslgn een stuk y uit te zetten , dat eene fiinctie is van 
den a&tand x van *t punt des cirkels tot het vaste punt, 
dan kan eene algemeene betrekking tussehen y en, x gevon- 
den worden, waaraan voldaan moet zgn, zal de uit den 
cirkel afgeleide figuur weer een cirkel zgn. Is toch A de 
afstand van 't vaste punt tot het middelpunt des cirkels, 
R de straal des cirkels, » de hoek tussehen de middellgn 
door 't vaste punt en eene willekeurige rechte, uit 't vaste 
punt naar een punt des cirkels getrokken; dan is 

x'^A' — m 

C08 » = s— ï • 

l Ax 

ff 

lo de afgeleide figuur is evenzoo, als A den afstand van 
't middelpunt tot 't vaste punt en B! den straal voorstelt 

"""^ 2A-y 

Derhalve bestaat tussehen ^ en i/ de betrekking 

x'' + A^ — m _ y^ + A!^^R^ 
2Ax ■" 2Ay 

of, daar A en R willekeurig kunnen z^n 

X A M n \ ^1 / \ 

A^ Ax y 

als Cj en C^ willekeurige waarden voorstellen. 

Transformeert men een cirkel, raakl^n voor raakl^n, om 
eene vaste as ; is de hoek , die eene willekeurige raaklgn met 
die as maakt (}>, de hoek, die de daaruit afgeleide rechte 
in hetzelfde punt met de as maakt \I/; dan moet tussehen 
(p en tp eene betrekking bestaan, opdat een cirkel in een 
cirkel overga. Is a de afstand van de vaste as tot het mid- 
delpunt des cirkels , r de straal des cirkels , h de a&tand van 
't sngpunt eener willekeurige raakl^n met de vaste as tot 
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de projectie van *t middelpunt op die as, dan wordt gemak- 
kelgk gevonden: 

\ r — acoscp 

= r— r • 

8inq> 

In de afgeleide figuur is evenzoo 

, r' — a' €08 ^p 
= r— . 

Derhalve is de betrekking tusschen $ en tp 

r — aco8 T — a' C08 ^ 
8in 8in^^^ 

Substitueeren we hierin 

tg\(p = x en tg\yp = y, 
dan gaat de vergel^king over in 



^ y 

of, daar / en a willekeurig zgn 

{r + a)xV-=:^='0,y + ^ (^) 

X y 

Deze vergel^king is dezelfde, als («), wanneer de coëffi- 
ciënten der eerste leden evenredig zgn, dus als 

derhalve : 

Aan dke pun ten transf or m ati e beantwoordt 
eene r aaki^ n transf ormatie, die gevonden 
wordt door den afstand van twee punten in 
de eene tran sf or matie wet te vervangen 
door den tangens van den halven hoek in 
de andere; wanneer men tevens de mcLcht van 
een punt ten opzichte van een cirkel ver- 
vangt door de verhouding eener rechte ten op- 
zichte van een cirkel. 

De vergelgking (j3) geefb de tangenten-inversie en eene 
andere transformatie voor C^ C^ = 't product der coëfficiën- 
ten in 't eerste lid; (a) geeffc in hetzelfde geval de punten- 
inversie en de gelgkvormigheid. 



NASCHRIFT OVER STELSELS YAN TWEE CIRKELS 
OF TWEE KEGELSNEDEN, WAARIN EN WAAROM EEN 

ZELFDE VEELHOEK PAST, 



DOOB 



F. J. VAN DEN BERG. 



(Vervolff van Deel XIV, 1888, blz. 95—116 en 125—192). 



1d het op blz. 97 — 98 van mgn boven aangehaald opstel 
voorkomend overzicht werd vermeld — en op blz. 178 — 180, 
en blz. 182 — 184 met 187 — 188, werd op twee verschillende 
wgzen aangetoond — dat voor een vlakken veelhoek van gege- 
ven aantal zgden de betrekking van afhankel^kheid tusschen 
de stralen i2 en r en den middelpuntsa&tand d van twee 
cirkels , waarin en waarom zulk een veelhoek past , volkomen 
samenvalt — wanneer deze betrekking wordt uitgedrukt in 

T T 

functie van de beide verhoudingen ^= p — -^ en y = p. , — 
met de betrekking tusschen de asverhoudingen ^ = - en 

•LI 

S = r van twee coaxiale ellipsen (2 a, 26) en (2 a', 26'), 

waarin en waarom een veelhoek van hetzelfde aantal z^den 
kan worden beschreven. 

Deze uitspraak had dadelgk algemeener kunnen worden 
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opgesteld , ook ten aanzien van twee ellipsen waarvan, zonder 
dat de assen langs elkander vallen, slechts de middelpunten 
samenvallen. Immers, twee gel:gkmiddelpuntige ellipsen, be- 
schouwd op het stelsel van hare gemeenschappel^ke toege- 
voegde middellonen — dat is op de beide middellonen van het 
parallelogram van hare vier (bestaanbare of onbestaanbare) 
sngpunten — kunnen, op oneindig vele w^zen zelfs, door 
recht- of door scheef hoekige projectie tot twee coaxiale ellip- 
sen worden herleid, wier beide asverhoudingen dan steeds 
gelgk z^n aan de 'beide overeenkomstige verhoudingen der 
genoemde langs elkander vallende middellonen; en daar de 
omstandigheid, dat de ellipsen al of niet een in- en omge- 
schreven veelhoek toelaten, ook projectivisch is, ziet men, dat 
voor twee willekeurige gelgkmiddelpuntige ellipsen in de aan- 
gehaalde stelling de beide asverhoudingen slechts door die der 
gemeenschappelgke toegevoegde middellonen behoeven vervan- 
gen te worden. Bg de mogelOkheid overigens om, door zich 
éene of twee der middellonen onbestaanbaar te denken , ééne 
der ellipsen of beiden in hyperbolen te doen overgaan, staan 
wO niet verder in bOzonderheden stil. 

Onderling geheel gelOkvormige betrekkingen dus voor het 
geval der twee uitmiddelpuntige cirkels en voor het geval der 
twee gelOkmiddelpuntige kegelsneden, moeten ook als bO'zon- 
dere gevallen vervat zgn in de meer algemeene formulen, 
door den Heer J. C. Kluyvee verkregen op blz. 48 van zgne 
belangrOke, in Deel XV, Stuk I, 1888, blz. 37—56, van 
dit Tigdschrift opgenomen bgdrage »Over de invariante be- 
trekking tusschen twee kegelsneden in en om denzelfden 
veelhoek beschreven". Terwfll ik mg voorstel dit, tot op zekere 
hoogte althans, aan te w^zen, zal zich daarbg tegelOkertgd 
de gelegenheid voordoen te doen opmerken, dat ook nog in 
andere bOzondere gevallen, die zelfs algemeener kunnen zgn 
dan de beide zoo even genoemde , de formulen van den Heer 
Kluyver evenzeer door ontbinding in factoren eene vereen- 
voudiging kunnen ondergaan. 

Die formulen geven, voor n = 3 tot en met 15, de waar- 
den van zekere functie (p„ van de vier in varianten Aq , Aj , 
Öq en tfj der omgeschreven kegelsnede Kq = en der inge- 
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schrevene £| = O aan , welke fanctie, gelgk nul gesteld , de 
voorwaarde levert voor het bestaan van één , en dan ook van 
een oneindig aantal , aan beiden in- en omgeschreven n-hoe- 
ken. Om misverstand in het hier verder volgende te voorko- 
men, veroorloven wg ons op te merken, dat overal, naar 
w^ meenen, op blz. 47 en 48 de getallencoëfficient 112 big 
vergissing in plaats van 128 gesteld is, en voorts dat op 
blz. 47, reg. 9, voor Aq dient gelezen te worden Kq ;reg. 10 
V. o., voor (pj, 01; reg. 8 v. o., voor i«, l^; en op blz. 48, 
reg. 8, voor Is^^CPl^ls^l; reg. 18 v. o. (rechts), voor 01, 
01] reg. 12 en 11 v. o. (rechts) , voor $J — 0^ 0^, 0, + cp^ 0^. 
Met inachtneming hiervan nemen wg , terwigl zoo aanstonds 
zich de gelegenheid zal voordoen nader b^ de waarden van 
<p3 en 0n stil te staan , voorloopig uit het tafeltje van blz. 48 
de waarden 0^ = 01 — ^2 0^AqI!^1, 0^ = 0^ — i0\,0T = 
= 010,- 128 01 Ao AJ, 0, = 01 + 0} 0,, 0, = 0l + 
4- 128 (?) J Cpe Ao AJ , 0^^ = 0101—^07 <P\ over , omdat wg 
alvorens verder te gaan op een paar, juist tusschen deze waarden 
bestaande eenvoudige betrekkingen , wier overeenkomstige tus- 
schen de hoogere functiën zich daarentegen niet zoo ge- 
makkelgk schgnen te laten aanwgzen, willen opmerkzaam 
maken. Zoo kan men schrgven 0^ = 0^0, — 4:0\ ($J --$5) = 
= 0l0s + ^0\ 0n ^^ dus 0^ — 0^ = — 0,0^; zoo heeft 
men (p^ = (p» + 0^ {01 0, — 0^) =0,0^— 0^ 0^ en (juist 
op grond van de even gevondene 0^ en 0^ — 0^)^ ^10 ^^ 
= 0B (07 — 4 cpj (ps) — 4 0j 01 = 0^0^ — A 0\ (p3, dus weder 

Thans komen wg tot het aangeven van gevallen, waarin 
eene splitsing der functiën in factoren mogel^k wordt. 
Dergelgke gevallen laten zich naar het m:g voorkomt — zon- 
der de onmogelgkheid van nog andere soortgelgke te willen 
beweren — geschikt bepalen door de invoering van den 
parameter k van zoodanige kegelsnede K = Kq — kK^=i 
= {ao'-ka,)x^ + ib,--kb,)y^ + {c,^kc,)z^ + 2{f^^kf,)yz + 
+ 2 (gfQ — kg^) zx -{- 2 (Aq — MJ j?y = O (in gelgkslachtige 
punt-coördinaten) , die , door de vier snigpunten der beide ge- 
gevene f^ = O en f'j = O gaande , in een stelsel van twee 
rechte Ignen ontaardt, en waarvoor dus de discriminant 
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A = 





aJi^gQ 




«lAoS'o 




^(Ai9i 




<hK9i 




Khfo 


-AS 


Kbofo+P^ 


h^ifi 


-P 


hhfi 




ffofo<^o 




9ifoCQ 




9ofiCi 




9ifi^i 



hQ—kh^ bo — kbi fo—kf^ 

9^~''9i /o~*/i C(y—kc^ 
= Ao — A ^0 + ** ^1 — i' A, = O wordt. Indien men nameiyk , 
behalve de notatie k in deze bepaalde beteekenis, bovendien 

de notatiën 3 = U, — 2 A A, en f * = — - — - invoert, dan laten 

zicb op ieder der fhnctiën 4)3 tot en met ^, — en tot deze 
zullen w^ ons hier bepalen — de navolgende herleidingen 
toepassen , bl^kens de eerste van welke men ook in ieder der 
verdere de kortheidshalve aangehouden notatie (p, zelve door 
5* — «* zou kunnen vervangen : 



Ao 



<Ï>,=«Ï-4^oA,=5»+4a,(A^, -PA,-^o)=5*— 1A,^" = 

«?4 = «5-4^0^1 A,+8AoAf=«i <P,+8AoAj = (3+2 AAi)<ï>,+ 

+ 2 Al. )!;«* = 5 ((ps + 2 AA, 5), 
<Pi = <P\ — 32 (?)« Ao AJ = «PI -8J(03 + 2AAiJ)A, .*«' = 

=t(p3(J-*)t|cp3(3+f)l+4SAi**l<p3(ï-«)-<ï>3(3+Ot- 
-(43A,Af)*=j(ï)3(5-«)-4AA,5«Jl(ï)j(S+*)+4AAiS«j, 
<pe = 4»5 - 4<PJ =<PJ - 8 A Al S5»(^3 + 2 A A, X) - 43> (c|)3 + 

+ 2iA,5)»=(?)3l(<ï)3 + 4AAi5)((ï)3-4AA,5)+16PAJ3*|- 

— 8 i A, 3 «M (4>s + 4 ;fc Al 3) — 2 ;& A, 5 1 — 4 3» } <ï>3 (<ï>3 4- 
+ 4AAi3) + 4PA5 5*|=(<ï)3+4*Ai3)j(?)3(<p3-4*A,S)- 

— 8AAiS*»-4 3»<ï)3! =(cp3 + 4AAi3) t$5-43(AAi4- 
+ 3)(ï)3-8*A,3f»t, 

<Ï>7=<P1 05-128c|>J AoA; =(05+32$» AoAj)<p5- 128 (Ï)J AoAj = 
=4>l + 8<ï)4(ï)6 A,.*f*= [|<ï>, (3+f) + 4AA,3«j*+4/feAi3*(3- 

-*)(cp3+4* A, S)] [l03(3-*)-4AAi S*j»-4AA, J*(3+ 

+ f ) (03 + 4 * Al 3)] , 
welke laatste ontbinding bl^kt, omdat het product der beide 
factoren — indien men daarb^ let vooreerst op de zoo even voor 
0s verkregen ontbinding en ten andere op (3— «) j0,(3— c)— 

-4AAi 3<r-(3+0 |<ï)3(5+0+4AAi 3«|*=(ï-*) t -(3+*)(<ï>3+ 

+ 4*A,3) + 2<ï>,|*-(3 + *)|-(3-*)(03 + 4AA,i) + 

+ 2<ï)»t» = 2«|<l'3(<ï>3 + 4AAi3)»-40Jj -werkelök gelgk 

wordt aan <ï)»+4ifeA,3e(<ï)3+4ifeA,3) . 2« j<p,(<p,+4ü;Ai3)*- 

-40» - 2 A Al 3 0, (0, + 4i A, 3)j =0» + 8 A A, «»(08 + 

N. A. T. W. DL XVI. H 
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4- 4 /: Al i) . ^4 |$s(<p3 + 4*Ai 3)-43cp4J=(p*+8iAi«^<p4$ei 

+ 4AA,S)|(ï)J-4J(iA,+5)<p3-8AAi5 6^|=cï)J(<p3+ 
+ 4 * Al ï) — 4 A Al J ((pj + 2£^<ï)3+4AAiSf')P- 

~(J)J((ï)3 + 4AAi5)t2((?J+2é^(ï)3+4AA,S£^)+(p3(cp3 + 

+4AAi>)t^ 2((pJ + 2é^<ï)3 + 4AVé^)((ï)J-f8AAiS(pJ-f 

+ 8 P Aï 3^ (Pl — 16 P Aj S' «' 03 — 32 P AJ 5^ «'). 

üit dit overzicht — waaromtrent zoo straks nader zal 
worden toegelicht, hoe de soms niet zoo dadelijk in het oog 
vallende ontbindingen werkel^k z^n verkregen ; en tevens op 
welken grond w^ meenen , dat ook voor de hoogere fanctiën 
(pn overeenkomstige ontbindingen moeten gelden als voor Cp, 
tot en met 0^ — bligkt, dat de functie (})», indien haaraan- 
w^zer n even is, eene ontbinding in ten minste twee ratio- 
neele factoren toelaat in al die gevallen , waarin de omschreven 
parameter k zelf rationeel is; daarentegen, indien de aan- 
wflzer n oneven is, in die gevallen, waarin bovendien s ra- 
tioneel, met andere woorden — j^ — ^ een vierkant, is. Aan 

beide deze voorwaarden wordt onder anderen voldaan, zoodra 

de twee besproken kegelsneden Kq = en K^=0 al is het 
maar deze enkele bijzonderheid vertoonen, dat de in beiden aan 
hare gemeenschappel^ke middellgn toegevoegde middellonen 
onderling evenwgdig z^n. Dan toch zgn, ten opzichte van 
de bedoelde toegevoegde middellonen der omgeschreven kegel- 
snede Ko = als scheef hoekige coördinatenassen j voor beider 

vergelflkingen te nemen Kq = —^-\-^—1=0 en Zi = 

= 7j^ "i"!^ — 1 = — wg wenschen weder in het 

midden te laten of de halve middellonen a, 6, a, b' alle vier 
bestaanbaar of gedeeltelgk onbestaanbaar zgn — ; zoodat in 
de algemeene vergelgkingen de coëfficiënten /o, gr^, Aq, /p A, 

allen gelgk nul , en voorts «o = t » ^o = -rr » Cq = — 1 , 

CL V 

1 1 P — a'^ f 

«1 = -75 » h—Tfï^ ^1 = — va — ' fl'i "= "" "TTï W^^ ®^ ^ö 

Cv C/ €* Cv 
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vier invarianten zich yereenvoudigen tot 

Ao=ao6oCo=— ^rp' Ai =61 (a^c^ ~9l) = — -^Tyï' 

1 1 p—d'^ 

^0=01 *o<Jo + ^ Coao+Cj ao6o= — -^r^ — ^r^y + ^a ^/a j2 ' 

/2-a'^ 1 1 

«1 =«0*1 Cl +6o(<Ji «1 -s^J) +coai \ = -^^r^rgi — -^pr^ — ^ttjtï ; 

waarvoor men, omdat alles slechts van hunne verhoudingen 
afhangt, bg vermenigvuldiging met — cl^ b'^ en invoering 

van de notatiën -4 = - , £ = 7- , F=-. ook mag nemen 

a c^ a 

Ao = ^'J5S Ai = l, 
do = ^' + 5^(l— i^')-f-^'5% 
tfj = ^^ + 5^ + (l— i^2). 
En hiermede wordt de derde-machts-vergelgking in k thans 
h = A^B^-k \A^+B^(1-F^) + A^B^\ +P M^ + S^ + 
+ (1 — F^)| — P = of (B^ — A) j^^-Jfe(.4*+l-F^) + 
-|-P| =0, zoodat, als men zich bepaalt tot den enkelen ra- 
tioneel en wortel k = B^j hierbg behooren de waarden 5 = dj — 

- 2yfeAi =A^— 5^+1-- F^ en g==|/ ^^l^' =2A. 

Deze geven nu bj voorbeeld <J)3 = (5 + é) (J — *) = j(J[ -|- 
_|.l)2_52_ji2j j(^_l)2_52_^2j en (ï)^ = S((J)34. 

+ 2JfeAi3) = S |(S + AAi)' — *'— PAJt=(4^-B^ + 
+ 1 - F^) \{A^ + 1 - i?^2)2_4 ^2_j54 j ^ waarvan de tweede 

factoren, gel^k nul gesteld, voor den driehoek en voor den 
vierhoek opvolgend dezelfde betrekkingen B^ = {A — 1 -j- 
+ F){A-1-^F) en B^= \{A+iy — F^\ \{A — iy — 

— F^\={A+l+F){A + l^F)(A--l + F)(A'-l--F) 
opleveren, die op blz. 177 van m^n opstel in Deel XIV, 
bg overeenkomstige notatiën, langs anderen weg verkregen 
zgn in het bgzondere geval van langs elkander vallende eerste 
assen der beide ellipsen of van rechthoekige coördinatenassen ; 
van welk geval men trouwens weder dadel^k projectivisch tot 
het thans gevonden meer algemeene had kunnen opklimmen. 
En zoo zou men evenzeer met de substitutie van dezelfde 
* = £% i = A^-B^ + l-F^, « = 2 -4 ook in de boven ont- 
bondene hoogere functiën (J>^ tot en met $3 kunnen voortgaan. 
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In plaats evenwel van dit werkelijk te doen, zullen wg 
liever eenigzins uitvoeriger stilstaan bg het geval, waarin de 
beide kegelsneden gel^kmiddelpuntig zgn en dus, in verband 
met het in den aanhef gezegde , door twee yergel^kingen z^n 
Toor te stellen , komende door in de beide thans beschouwde 
te nemen f=0, waardoor ook F=0 en bggevolg k = B\ 
5 = ^^ — jB^ + 1j f = 2-4 worden. Maar ook hier gaan wg 
met déze substitutie feitel^k weder niet verder dan tot de 
waarden, die de even gevondene cpg en Cp^ voor F=0 aan- 
nemen , namelijk Cp,= \{A + iy — B^\\{A -^ 1)^ — B^\ = 
= (A + l+B){A+l — B)(A^l + B){A — l—B) en 
cp4 = {A^ — B^-\-l) K^'+ 1)' - 4 A^ — B'\ =(A^ — 5^ + 
+ 1) (^^ — 1 4- B^) {A^ — 1— J8^), omdat deze uitkomsten 
er reeds voldoende op heenwgzen, dat wel is waar de inge- 
voerde vereenvoudiging F=0 eene verdere splitsing in fac- 
toren dan zoo even heeft mogelgk gemaakt , maar tevens, dat 
deze voortgezette splitsing dan ook wezenlgk vereischt wordt 
om de voor driehoek en voor vierhoek, althans bg twee el- 
lipsen , geldende eigenlgke betrekkingen A'\- B — 1=0 en 
A^'\-B'^ — 1 ==0 (zie vroeger blz. 178) op zich zelve te ver- 
krggen ; terwgl het zal blgken, dat deze betrekkingen , en ook 
die voor de hoogere veelhoeken, langs anderen weg reeds 
vervat zign in de eerste — en althans voor even n eenvou- 
digere dan de tweede — factoren, waarin in het bovenstaande 
overzicht de fiinctiën cpj tot en met (pg ontbonden werden, 
en dat alzoo langs dien weg de moeite van verdere ontbin- 
ding voor ons tegenwoordig doel overbodig wordt. De bedoelde 
weg bestaat hierin, dat men opmerkt, dat juist in het geval van 
^^1=0 de boven reeds onder den vorm {B'^ — k)\A'^—k(A'^-\- 
-|- 1— i'^)-|-i^t =0 ïii *wee factoren gesplitste derde-machts- 
vergelgking in k eene ontbinding in drie rationeele factoren , 
namelgk (B^ — k) {A^ — *) (1 — i) = O toelaat ; en dat dus 
alsdan niet alleen de even gebezigde wortel k = J5^, maar even 
goed de overeenkomstige i = ^1^ — die blgkbaar , behoudens 
onderlinge verwisseling van J. en £, slechts gelgksoortige 
uitkomsten kan opleveren — ter substitutie in de eerste facto- 
ren van (p3 tot en met (p^ kan dienen ; terwijl hetzelfde geldt 
voor den meer op zich zelf staanden derden wortel k=^\. 
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Niet alleen geven , voor even n , deze drie substitutiën in den 
eersten of eenvoudigsten factor van <p« telkens de drie fac- 
toren, waarin $„ zelf zich in het beschouwde gelgkmiddel- 
puntige geval laat ontleden; maar bepaaldelgk geeft daarvan 
de substitutie A=l den voor ons doel eigenlgken factor; tot 
staving waarvan moge dienen, dat (invoerende de notatie 
S = ^^ + J5^ — 1 , geheel overeenkomende met de doorgaande 
in ons vroeger opstel gebezigde s^a^-^-y^ — 1) ^9 dezen 
A = l behoort 3 = ^^ — 2 Ai ==(^^ + -B*+ 1) — 2 = 5 en 
é=V/ 4AoAi = V/4^^jB^ = 2^jB, waardoor de eerste 
factoren opvolgend van 04, (p^ en Cpg worden 5==aS,03 + 

+ 4^Ai5 = (S^ — é^) + 4S=AS^-4^^J5^+4(^^+^'-l) = 
= 5^_4(1 — ^2)(1 — ^2) 3JJ. (pj + 2£2$3 + 4JfeAiS«^ = 

= $3 (cp3 +2f2) + 45£2 = (AS^ — 4^^J8^)(S^ + 4^^5^) + 

+ 16 (A" + 5^ — 1) ^2 £^ = 5* — 16 ^^ B^ (1 -A") (1-5^), 

en naar behooren geheel gelgkvormig zgn met de tellers der 

op blz. 111 van dat opstel voorkomende functiën p^, p^ en 

p^. En wat betreft de functiën Cp^ met oneven aanw^zer ni 

indien wg ons ook hier tot de drie eersten , <p3 , <p5 en (p^ , 

bepalen , blgkt de substitutie van denzelfden bgzonderen wortel 

4=1 met bgbehoorende i = S en. € = 2AB den eersten factor 

van 03 te doen overgaan in 3 -(- f = ( J. + By — 1 = (-4 + 

+ 5 — 1) (^1 + J? + 1) ; den eersten factor van (pg in 

cp3(S-£)-4iAi5£ = (5-f)^(ï+0-45£ = (S-2^5)M^ 
+ 2AB) —%ABS={S' + i:A'B^) .(A+B+\)(A-\- 

-]-B^\) — 4.ABS\{A + B)^+l\=^\S{A'\-B+l) — 

— 2AB{A + B-l)\ \—S{A-\-B-l) + 2AB{A+B+ 
4-1)1; den eersten factor van cp^in j03 (3+f)+4AAi 55^+ 
+4 A Al 5 é(3-f) (03 +4* Al 5)= 1(5+ 2^ 5)^(5-2^ 5)+ 
-\- % A B S\^ + S A B S[S — 2 AB) {S'' — 4. A" B^ •\' i S), 
hetgeen bevonden wordt ook onder den ontbonden vorm 

- \S' {A + B — ly-i: A B (\ — A){1-B){A + B+lf\. 
.\—S'{A + B+lY + 4:AB{l + A){\+B)(A + B-^\y\ 
geschreven te kunnen worden. In deze uitkomsten herkent 
men nu (behoudens natuurlek weder vervanging van J. en ^ 
door X en y) de producten der tellers en noemers van de 
functiën p\^ p\ en p\ op blz, 113 van mgn vroeger opstel 
(met voorvoeging trouwens, voor zooveel 05 en 0^ betreft, 
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Tan het negatieve teeken); en in de eerste plaats wordt dos 
naar behooren bevestigd, dat zg deze tellers tot factoren heb- 
ben. Maar tevens kan nog yrorden opgemerkt: V dat de 
substitutie van dezelfde A = l, 5 = 5, £ = 2-45 in de tweede 
&ctoren van $3, (^5 en $7, die zich van de eerste factoren 
slechts in het teeken van e onderscheiden , noodwendig dezelfde 
uitkomsten, behoudens omkeering van het teeken onverschillig 
van A of van B , moet opleveren , zoodat k=l eene split- 
sing zoowel van $3, van (p^, als van $7 telkens in vier fac- 
toren, overeenstemmende met de vier verbindingen van teekens 
(+^+5),(-^,-5),(-^, + 5),(+^,-B),metzich 
brengt; 2^ dat de substitutie daarentegen van den tweeden 
wortel A=-4* met bgbehoorende i = ê^ — 2 -4* Aj = — -4* + 

+ 5* + 1 en é = 1/ j*^ ' = 2Bj en evenzeer de substi- 

tutie van den derden wortel k = B^ met bgbehoorende 

i = 6, — 2S^Ai=^^-S^+l en £=|/i^^ = 2^, 

eveneens $3, <p^ en $7 als producten van vier factoren, en 
wel dezelfde als de pas genoemde, maar alleen in andere 
volgorde, doet kennen, in dier voege dat de twee factoren, 
waarin in het algemeen in het overzicht (p^ , (p^ en ^^ wer- 
den ontbonden, niet anders zgn, naarmate men ^= 1 , ^^ of 
B^ neemt, dan de drie mogelijke paren van verbindingen 
twee aan twee, die de vier onderling samenhangende onder- 
factoren kunnen vormen. 

Terugkomende op de w^ze, waarop in meergenoemd over- 
zicht de ontbindingen werkeUjk zijn verkregen, vinden wij 
daartoe den weg juist aangegeven door dezen overgang, in 
het onderzochte geval van twee gel^kmiddelpuntige kegel- 
sneden, van de eerste factoren der even functiën $2n in de 
tellers van de functiën pn en van de eerste factoren der on- 
even functiën $2».i in de producten der tellers en noemers 
van de functiën p'». W^ komen daardoor namel^k op het 
denkbeeld om, in plaats van af te dalen van de algemeene 
waarden der drie wortels, stel k, k\ k'\ van de vergelgking 
A = Aq — A do + P öj — i^ Aj = O tot de drie bgzondere 
waarden 1, ^^, B^^ die z^ in het bedoelde geval hebben, 
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daarentegen, behoudens latere toetsing, van deze driebgzon- 
dere waarden op te klimmen tot de algemeene ; en dos in de 
eerste plaats te onderzoeken, welke fiinetiën van £, £', k^'ia 
de plaats dienen te treden van de beide fanctiën S en 2 AB 
van 1 , A^, J5^, die in de vormen p» en p'n zulk een hoofdrol 
spelen. Lettende op ê^ = Aj (* + *' + k'% ig = Ai (*' *" + 
+ F i + i k')^ Ao = Al A k' ld', en dus 5 = tfj — 2 * Aj = 

= Ai (—k + k' + k!'), 5 = v/^^^ = 2Ait/A'r, kümt 

men in dezen zin van S = — 1 + -4^ + 5^ op tot — A -j- 

k' + r =-^, en van 2.4 Jö tot 2 v'i'i"=^. En dit zoo 
Al Al 

zgnde heeft men, om zoo te zeggen, de zoo even reeds uit- 
gevoerde herleidingen slechts in omgekeerde volgorde te ver- 
richten. Bg voorbeeld voor (pg geeft ons het product van teller 
en noemer van p\ , namelgk {A + Bf^ — 1=5+2^-3, 

den vorm —j- — ; voor $4 geeft de teller van p^, ^amelgkS^, 

j 
den vorm — ; voor cp^ klimt men evenzoo van het product 

- t(S^ + 4k^5^) {{A + Bf — l)--4:ABS({A'^Bf + 
+ 1)1 =_ \{S— 2ABf{S+2AB)'--%ABS\ op tot 

— ^^ ^^ — ■ — z (waann nameliik in den laat- 

Aj ^ "^ 

sten term de bg voeging van één factor k=\ noodig was, 
omdat anders, in £, k\ k" uitgedrukt, de vorm niet gelgk- 
slachtig zou zgn); voor (p^ komt uit den teller 5^-^4(1 — 
—A^)(l—B^) van p^ de overeenkomstige algemeen gemaakte 

vorm ^_4(ife — yfc') (*~*'0 = TT— 4*'*" + 4*( — * + 

-\'k' '\' k") = ^ ^— ; enzoovoort. Niet alleen ziet 

men , lettende op (pg = S^ — £^ , zoodoende weder de vroegere 
eerste factoreu van $3, <p4, (J)., (p^ enzoovoort te voorschgn 
komen ; maar tevens is het naar wg meenen duidelgk, waarom 
ook voor (p7, cp^ en alle hoogeren — mgne vroegere formu- 
len steeds als bgzondere gevallen in die van den Heer Elüyvejel 
moetende vervat zgn — de waarden van de overeenkomstige 
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p en />' op soorl^elgke w^ze op het spoot zullen brengen 
van ontbindingen der functiên 0. 

Alvorens verder te gaan, willen w^ thans doen opmerken, 
dat voor het geval der twee uitmiddelpuntige cirkels te nemen 
z^n de beide vergel^kingen in rechthoekige coördinaten 
JTo^^^ + y* — iü^ = en K,=(x — d)^ + y^ — r^ = 0; 
zoodat dan in de algemeene vergelgkingen de waarden aQ = bQ = 



r 



2 



= 1 , Co = — -B^? /o = i7o === *o = O , a^ = &! =1 , Cl = d^ — 
ƒ^=:Al=0,gfl = — d gelden, waarmede Ao = ao^o^o= — -B^ 
Al = &i (a, Cj -g\) = — r\ «^ = ^i *o^o + K ^o «o + ^i «o *o = 
= — 2 jR^ + d^ — rVi = ao ftj c^ + 6o(<?i «i — fl'J) + <^o«i ^ = 
=:(P — 2 r^ — iZ^ worden ; of, uitgedrukt in de vroegere ver- 

houdingen a> = .^^, y = ^^, waaruit volgt ^ = 

en de teekens omkeerende , kan men nemen 



2 ay os — y 

Ao== {x + y)\ Al = 4^^^/^ 6q = {a -\- yy + A x y {xy + 1), 
tfj = 4 a?y (2 a?y + 1). De derde-machts-vergelgking in 4, die 
dus thans te schrgven is onder den vorm A = (1 — ^) tC^+ 
^yy — ikxy{wy+l) + 4 Px^y^l = O, blijkt in dit geval 
slechts één rationeelen wortel , k=l, te hebben , en hierb^ 
behooren de waarden 5= tf^ — 2 Ai = 4 ^y en ^ == v/ 4 Aq Ai = 
= 4 o? y (a? -f" y)« Terwgl nu in het zoo even behandelde ge- 
val , van twee gelgkmiddelpuntige kegelsneden , de substitutie 
van een gelijken wortel A=l met bybehoorende i=pS^ 
ë = 2AB bepaaldel^k in den eersten factor van (pn telkens 
de verlangde eigenl^ke betrekking tusschen A en B bleek op 
te leveren , is het opmerkelyk, dat in het tegenwoordige geval, 
van twee uitmiddelpuntige cirkels , de substitutie van denzelfden 
ib ==: 1 , maar nu natuurlek met de b^behoorende i = 4cxy 
en f = 4 o; y (x -f- y) , daarentegen telkens juist in den tweeden 
factor van $« dient te geschieden om de nu geldende , geheel 
gel^kvormige , betrekking tusschen ^ en y te verkregen. Zoo 
komt bg voorbeeld voor fl)j, X— £= — Axy (x-^-y — l); voor 

4>4i <ï>s + 2 * Al X = J*-^^ + 2 Al 1= 16^^yMl-(^+yr+ 
-|-2 4?yt = — 16x*y*a; voor (pg, cp^ (X + é) + 4ibAi ï« = 

=(<ï)5 + 2ifcAiJ)(S+*) + 2ifcAiJ(— 5+é)=-64a?Vl«(*+ 
+ y + l) -2«y(x + y-l)|; voor (pe» (pJ-45(iAi + 
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+ 3) cp3-8 * Al J £* = 256 x^ !/* \(8 + 2 xy)'^ + 4 (^y + 1)(« + 
+ 2^y)-8j?y(«+2«y + l)t=256a?*y»(«^+4«-4j?^t/^) = 
= 256 a?* y* \8^ — 4(1 — ^^) (1 — y^) t ; enzoovoort ; in al welke 
uitkomsten men in hoofdzaak weder de tellers van p\^ p^y p 3, p^ 
enzoovoort terug vindt. 

Het bleek boven, dat b^ twee gelgkmiddelpuntige kegel- 
sneden , omdat daarvoor de wortels A = 1 , k'=A'^ , k" = JB* 
alle drie rationeel zgn, de even functiên (p» eene splitsing 
in drie rationeele factoren toelaten , en omdat die wortels, wat 
meer is, alle drie vierkant€(n zgn, de oneven functiên Cp» 
eene splitsing in vier zulke factoren. Deze omstandigheid doet 
zich nu in het algemeen hvj drie wortels £, h\ k" van den 
omschreven aard voor, wat ook overigens hunne waarden 
mogen z^n; immers, zelfs al z^'n z^ allen of gedeeltelgk 
irrationeel , kan toch uit den aard der zaak ieder der wortels 
algebraïsch niets vóór hebben boven de beide anderen, en 
deze opmerking rechtvaardigt reeds het besluit, dat soortge- 
l^ke ontbindingen van de functiên 0n als in het bovenstaande 
overzicht met betrekking tot den wortel of parameter k wer- 
den nedergeschreven , evenzeer ten aanzien van k^ en evenzeer 
ten aanzien van k" moeten gelden. Voert men dan ook groot- 
heden 3', 6 en 3", e" in, die voor deze wortels Je en i" 
dezelfde beteekenis hebben als 3, 6 voor £, dan kan men 
vooreerst onder anderen de volgende regelmatige betrekkingen 
tusschen deze negen grootheden opstellen: 

3 =«1 -2A Ai=Ai(-H-*'+A")i f = 1/(4 Aq A^ : A)=2 A^ Vk'ü', 

y =6^ - W Ai=Ai {k - A'+F), s' = v/(4 Ao Aj : A') = 2 A^ Vk" k, 

r=«i-2rAi=Ai(A+*'-0> «"= V/(4Ao Al ik!')=2L, Vkk\ 

3' + r = 2AiA,. e' s'' = AL\k\/k!k!' = 2L^ke, 

r + 3 = 2 Al *', é"£ = 4 AJ k'Vk"k = 2 Aj k! e', 

5 + 3' = 2 Al *", 5 f' = 4 L\kWk A' = 2 Al F/', 

3+2Ai A=S'+2 Ai*'=3"+2Ai*"- ke'' = k' b'^ = F a"^ = 

=3+3'+5"=Ai(A+A'+r)=di, =«'6":2Ai=4A?AA'F==4AoAi, 

,',- = (S' + r)., y-i±jl/ i . 1 , M 

é"f = (3"+ 3) £', ^~ i \ s^^l^'^ T^r 

./=(3+S')/', y-liZ/i 1 _L M 
,2 = (r +3) (3 + 30, 2 W~ s'^ '^ T^r 

/^ = (3 + 3') (3' + 3"), ^„ _ e i ." /Il 1 \ 

s-^= (5'+ 3") (3"+3), ^ ~ 2 U' "^ 7^ "■ T^r 
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i s' e" = (5' + 5") (3" + 5) (J + ï), A, (± V* ± {/^ ± V^*")' = 

= 3 + 3' + S"±f±s'±e", 
enzooToort. 

En dan vindt men ten andere, steunende hierop zoowel als 
op de vroegere ontbindingen : 

<Ps = (ï+ <) (J - «)=(J' + P' - = (S"+O(3"- o = 

=- (y 3" + 3" 5 + 3 SO =-AÏ ( V'*+V'*'+ V*")(- V' H- 
+ v/A' + ï/A") (v/jfe — »/*' + ï/ife") (Vk + W' — V/*") . 
cp^ ==_S y 5" =-Aj (-* + A' + A") {k-k' + Jfc") (A 4- k'-k"), 

<P5 = 103 (5-«)- 4 A A, S «{103 (5 + O + 4 * A, ^ «I = (even- 
zoo in k', y, e')=(evenzooinF,r,«")=-AJ (3v/)H-S'»/*'+ 
+ 3" Vk" + 2 Al l/A A' A") (— 3 i/A + 3' »/A' + r V/A" — 
— 2 A, l/A A' A") (3 Vk-y Vk' + 3" v/A"-2 A, i/A A' A") . 
. (3 l/A + 3' »/A' — 3" v/A" — 2 A, l/AA'A"), 

«Pe = (03 + 4 1 A, 3) (<|), + 4 A' A, y) (<ï>, + 4 A" A, n , 

07 = [t0s(5 + f) + 4AA,3«|»+4AAi3«{3-*)(<ï>,+ 4AA,3)]. 
.[}(ï)3(3-e)-4AA,3«j»-4AA,5*(5+«)(03+4AA,5)]= 
= (evenzoo in A', 3', «') = (evenzoo in A", 3", «") ^ 
=j3 3' 3" + 2 A, (3' 3" Vk' k" + 3" 3 v/A" A + 3 3' v/A A')| . 
. 13 3' 3" + 2 Al (3' 3" Vk'k"-r 3 v/A" A-33' v^A A')| . 
. |S 3' r + 2 Al (-3' 3" Vk' k" + 3" 3 Vk" k-ii' Vkif)\. 
. |33'3"H-2 A, (-3' 3" v'A'A"-3"3 V/A"A + 3 3' v/A A')|, 

cpe =- 2 (<ï)i + 2 é» <p, + 4 A Al 3 «») (<p J + 2 «'» <p, + 4A'A,3'«'») . 
.(<|)| + 2/'»03 + 4A"A,rO; 

waarin men voor den eersten der vier factoren van (p^ ook 
zou kunnen schrü ven 1/ . , ( — h - + -?r ) ? voor den 

eersten der vier factoren van (p^ , ]/ -rrr- ("" + ~H — ?r+l ); 

'^ 2 Al \« « * / 

voor den eersten der drie van (p^, ( — 3' 5" + ^ 3 + ^3'); 

/ e e' €"\ 
voor den eersten der vier van (p^, ^ ^ 5" f 1 + -^ -|" y + ^ ) » 

voor den eersten der drie vancpg, (-S'^ r^ + 3"* ï* + ï^S'^); 
en voor de overige factoren overeenkomstige waarden. En 
overigens valt nog op te merken, vooreerst, dat hier in het 
algemeen bevestigd wordt, wat boven in het bgzondere geval 
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meer uitvoerig werd vermeld omtrent de drie rationeele facto- 
ren der even functiën (pn , omtrent de vier rationeele factoren 
der oneven functiën cjD», en omtrent de drieledige wgze, waarop 
deze laatste factoren zich telkens tot twee paren van twee 
factoren laten verbinden; ten andere, dat men zich gemak- 
kelgk met het oog op de gelgkslachtigheid en w^'ders zooveel 
noodig door invoering van eene bgzondere onderstelling, bg 
voorbeeld die van i = X;' = A'' = Ai = 1 > dus ^i = 3 , Öq = 3, 
Ao == 1 1 5 = y = S'' = 1 , « = *' = f" = 2 , kan vergewissen 
van de juistheid der voorop gestelde coëfficiënten , zooals — a} 
bg $3 , — 2 bg cpg , enzoovoort. 



Een belangrgk geschiedkundig overzicht omtrent de be- 
handeling van ons vraagstuk, zoowel met als zonder behulp 
van elliptische transcendenten , ook omtrent verdere eigen- 
schappen der in en om eene kegelsnede passende veelhoeken , 
zelfs omtrent verwante vraagstukken , bepaaldelgk de door de 
Duitsche wiskundigen aldus genoemde »Schliessungssatze", 
vindt men in het geschrift: »I poligoni di Poncelet. Discorso 
pronunziato nell'üniversita di Genova. Torino, 1889. (50 pag.)", 
van den hoogleeraar Dr. Ging Lgbia te Genua ; aan welk afzon- 
derlgk uitgegeven stuk de schrgver mg mededeelde binnenkort 
een in de »Bibliotheca mathematica'' te plaatsen vervolg te zullen 
toevoegen. Onder anderen wordt op blz. 25— 27 van genoemd 
Discorso met grooten lof melding gemaakt van eene verhan- 
deling van MouTABD, getiteld: »Becherchesana1ytiquessur les 
polygones simultanément inscrits et circonscrits a deux coni- 
ques", en voorkomende op blz. 535 enzoovoort van Tomé I 
der » Applications d'analyse et de geometrie qui ont servi de 
principal fondement au Traite des propriétes projectives par 
J. V. Poncelet, 1862". Niet in de gelegenheid geweest zijnde 
van deze verhandeling zelve inzage te nemen, bepaal ik mg 
tot de mededeeling, dat volgens de noot 2 op de even aan- 
gehaalde blz. 25 — 27 door Moütard als voorwaarde voor de 
mogelgkheid van een w-hoek in en om eene kegelsnede wordt 
opgesteld , dat zekere fuuctie A„ = O zg , welke functiën hg 
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beurtelings door het paar van terugloopende betrekkingen 

— A^^jA g) [in den laatsten term staat verkeerdelgk af- 
gedrukt A^ , J ^®®^* berekenen in verband met de aanvangs- 
waarden A^=^ 2abcj A3 = (6c + ca + a6) ( — bc-\'ca-\- 
-{-ab) (bc— ca H-a6) (60 + ca— aft) en A4 = 4a6c(— 6^c^ + 

-\-c^a^+an^) (Pc^-^-c^a^ + aH^) (P c^ + c"" a^ —aH^), 
waarin namelgk a^, b\ c^ de wortels der derde-machts-ver- 
gel^king Ao A^ + ^0 ^^ 4" ^1 ^ + Ai = O voorstellen. Dat ik nu 
juist bg dit gedeelte van Loeia's Discorso stilsta, is, omdat 
de zoo even nedergeschreven ontbindingen van de functiën 
(p3 tot en met (p^ in werkelgkheid tot Moutard's functiën A 
terugvoeren ; waarvan men zich , wat de evenredigheid althans 
van (|>3 en 04 aan A3 en A4 betreft, dadeligk overtuigt door- 
dien de boven gebezigde vergelgking in k en de thans over- 
genomen vergelgking in A, met elkander in verband be- 
schouwd , leeren dat a^ = — -, P = — -7, c^ = — -777- moet 

fC tC iC 

zgn. De geheel overeenkomstige beteekenis, die de functiën 
An en (pn — of liever nog , zooals blgkt , de functiën t^ = 
= <?^« X ^ni X 0n2 X enzoovoort op blz. 42 van den Heer 
Kluyvbr , waar n^ , n^ enzoovoort alle deelers van n betee- 
kenen , met uitsluiting evenwel van den mogelgken deeler 2 — 
voor ons vraagstuk hebben — daar voor het bestaan van een 
w-hoek van de bedoelde soort beider gelgktijdig verdwenen 
een vereischte is — brengt dan ook op het denkbeeld te trachten 
ze in het algemeen in elkander uit te drukken ten einde 
zoodoende, steunende op de zoo straks medegedeelde terug- 
loopende betrekkingen tusschen de functiën A, soortgelgke, 
z^ het niet rechtstreeks tusschen de functiën zelve, althans 
tusschen de functiën tt, waaruit deze eenvoudig voortvloeien, 
te verkrggen. Vergelekt men daartoe die twee betrekkingen 
tusschen de functiën A met de waarden , die de functiën tt^ 
tot en met tt^^ op grond van de waarden van 0^ tot en met 
<J)j5 in het tafeltje op blz. 48 van den Heer Klutver heb- 
ben, dan schgnt het geoorloofd te besluiten, behalve ook tot 
de meer bigzondere aanvangswaarden Aq = 'h-q = <pQ = O , 
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=-*. = -2l/-^. 



Aj = T^ = <ï)i = 1 , ^r^ = 1 en Aj^ . . y . 

tot de yier algemeene formulen A4^ = ( — )«'~^ 2 ^^a^i , 

_ ^4g+l . , g-~^ 7r4g + 2Cp2 _ 

Aéf + l — A22(3sf + 1)» A4j4.3 = ^ — ) A*«(« + l) » ^42 + S — 

= — A(2g + iy(27+2)* Deze vier onderling verschillende vormen 

o ...... 

maken nu wel, om tot de substitutie in de beide betrekkin- 
gen voor A te kunnen overgaan , eene beurtelingsche vervan- 
ging van q door i^q^ 45' + !^ ^?"h2, 45^+8 in de tweede 
en de eerste van deze betrekkingen noodzakelgk; en een 
stelsel van acht terugloopende betrekkin gen tusschen de func- 
tiën TT komt dan ook de plaats innemen van de slechts twee 
betrekkingen tusschen A; maar toch zgn ook deze acht van 
vr^ regelmatigen vorm, namelgk: 

^8? ""^^4? (^4g — 1 ^4j + 2 "T ^S + 1 ^4s — 2)? 

^8^ + 1 = ^4^ + 1 ^4} — 1 "T 128 ^^4^ ^4j + 2 ^0 Al, 
^85 + 2 ""^^42 + 1 1^4? + 2 ^4} — 1 ^ ^j ^4g + 3/> 

?r8« + 3 = ^4g + i^4iz + 3 + 32;r^^^3;r4^ Ao Af, 

%j + 4 = ^4^ + 2 (^4j + l ^4^ + 4 4" ^^ + 3 ^4g/? 

^8j + 5=^4j + 3^43 + l — 32;r^^ + 2^4i? + 4 Ao Af, 

^8^+6 = ^4j + 3 (^4jf + 2 ^4j + 5 ^ ^5 + 4 ^4s + l)> 

^8? + 7 = ^43 + 3^42+5 " 128 TlJ^ ^ 4 TT^^ ^ ^ Ao Af. 

Hiervan zouden alleen de twee formulen voor tc^^ en ?r8j_|.4 
geschikt in ééne enkele, te weten ^4„ = ^2-(^L_i ^3 +2"^" 
+ ^L + 1^2^-2)' ^B^ samen te vatten. En in ieder geval 
kan men door 'herhaalde aanwending van dit stelsel zonder 
moeite het meergenoemde tafeltje voor de lünctiën $« in haar 
niet ontbonden vorm ook verder dan <J)j5 uitstrekken. 

Maar, zooals gezegd, door Moutakd z^'n z^ne overeen- 
komstige functiën A», althans de eersten daarvan, voor 
n = 2y 3 en 4, in ontbonden vorm opgesteld; en sluit men 
zich nu aan de vroegere opmerking omtrent de functiën (pn 
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aan, dat deze nameligk voor even aanwgzer n uit drie fac- 
toren bestaan, waarvan de tweede en de derde uit den eersten 
zgn af te schrgven door óf k en A', óf k en k'\ onderling te 
verwisselen; terwgl die functiên voor oneven aanw^'zerneen 
product van vier &ctoren vormen, waarvan de eerste de drie 
overigen oplevert door slechts \^ k of \/ k' of \/ U' negatief 
te nemen; herinnert men zich voorts, dat op de boven uit- 
eengezette wigze, door van de drie bgzondere wortels 1, A}y 
B^ (of 1 , x^, y^) op te klimmen tot de drie algemeene k , 
k\ U\ de eerste factor telkens van eene even (^2» bekend 
wordt uit den teller van de functie ^„ in mgn vroeger op- 
stel, en de eerste factor telkens van eene oneven $3«-i uit 
den noemer van de functie p\ aldaar; dan schgnt vooreerst 
de vraag geoorloofd of, voor de werkel:gke uitrekening der 
opvolgende functiên (})„ of A„ in haar ontbonden vorm, 
terugloopende betrekkingen , die — in voege als bg voorbeeld 
(3) van dat opstel voor de functiên p en (8) voor de func- 
tiên p', of ook andere aldaar ontwikkelde betrekkingen — even- 
zeer in iederen term slechts twee der voornoemde factoren, 
als teller en noemer namelgk van eenige p of p', bevatten , 
niet misschien de voorkeur zouden verdienen boven de twee 
door MouTAEü voor zgne functiên As^ + i en Agg gegeven 
terugloopende betrekkingen, die , hoe eenvoudig en opmerke- 
Igk ook overigens , mg oppervlakkig toeschgnen voor dit doel 
het bezwaar met zich te voeren, in iederen term A het samen- 
stel van drie of ook van vier onderling nauw samenhangende 
factoren telkens in zgn geheel aan te houden. En, nog een 
stap verder gaande, komt ten andere de mijns inziens niet 
onnatuurlgke vraag op, of het ook mogelgk zou zgn een- 
voudige terugloopende betrekkingen uitsluitend tusschen de 
eerste factoren van ^ of van A, dat is tusschen de tellers 
van p of tusschen de noemers van />', te verkrggen; daar 
toch uit deze eerste factoren de functiên zelve dadelgk en 
regelmatig zgn op te bouwen. Ofschoon wg met deze vraag 
weder het gebied betreden, op blz. 134 — 144 van mgn vroe- 
ger opstel ter afzonderlgke teller- en noemer-bepaling van 
'p en van j[l eenigermate onderzocht, heeft toch thans eene 
vluchtige nasporing ten deze mg niet veel bruikbaars opge- 
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leverd ; en ik bepaal mg dan ook ten slotte tot de volgende , 
uitsluitend op de oneven functiën ^ of de daarmede samen- 
hangende fiinctiën p betrekkel^ke , mededeeling hieromtrent. 

t' 
Stellende als vroeger p'^ = ~^ ^ is dus thans voor de alge- 

meen gemaakte noemers n'» opvolgend gevonden n'o = — 1 , 
n'i = 1, n', = t/ *+ V/ *'+ V/ k'\ n\ = i\/ k + yV jfc' + 

-|- 5" 3 V/ i" A -)- 5 5' 1/ kk'), welke waarden reeds eenigzins 
doen vermoeden, dat beurtelings twee opvolgende dier noe- 
mers, behalve een rationeelen term, ook termen in \/k' k'\ 
\/ k!' ky {/ k k\ en dan weder twee opvolgende noemers ter- 
men in \/ k^ \/ k\ ]/ Je' en \/ kk' 1i\ zullen bevatten ; maar, 
wat opmerkelgk is, steeds zóó dat de vierkanten, namel^k 
(gelet op de boven tusschen de drie k en de drie 3 mede- 
gedeelde betrekkingen) n J = 1, n J = 1, w'J = A + ^ ' + ^ ' + 

+4 Aj kié F+2 (S' r +r 5+s 30 (t/jfc'F+ \/r ;&+ vkH), 

n'J=3^3'^3''2^4AJ (3'^ 3"H' F + 3"^ 3^ F i + 3^ 3^^ ;fc A') + 
+ 4Ai33'3"(3'3" + r3 + 3 3')(V' lé H' -\'\/ ^' k'\-\/ klé\ 
enzoovoort, wat het ifrationeele gedeelte betreft, slechts van 
den enkelen symmetrischen vorm (\/ lé U' '\- \/ U' k-\-\/ k k') 
zullen afhangen. Dat deze laatste bgzonderheid nu steeds moet 
voorkomen, kan onder anderen blgken uit de bovenste for- 
mule op blz. 144 van mgn vroeger opstel, namelgkn^—*'„ = 

2 (^ -f- v) 
= -_1 — L_£i n^ _ 1 n« , welke leert dat n'^ — t'^ toen steeds 

xy "* 

door a? + y» <ïat wil zeggen thans steeds door V/ ^'4- 1/ ^"i 

deelbaar moet zgn, hetgeen — daar t'm, uit w'„ komt door 
slechts \/ k door — \/ k ie vervangen — het geval niet zou 

wezen, indien in n'« de termen in y/ k" k en \/ k k' ongelgke 
coëfiScienten hadden; en op soortgelgken grond moet dan ook 
de coëfficiënt van \/ U k" deze zelfde waarde hebben. Het 

schgnt alzoo geoorloofd in het algemeen te stellen n'^ = ^m -f- 

+ 2A«(v/A'r+ V/*"A + \/*A% dus <l = ^,+ 2 A«. 
.{y/ H U — V ^' k — \/ k k') , en evenzoo voor den aan- 
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wgzer m :^ 1 in plaats Tan m. En gaat men met deze waar- 
den nu in in de vroegere terugloopende betrekking (8) voor 
de functiën p' op blz. 109, daartoe thans aldus geschreven: 

iVk+ V h') (1/ *+ V ü') nl^l^i-V'i^'iA^ n'Ui + 

+ «'Uin'l) + 2A«'»n'„«'«Tin'«Ti+(l/*-|/*')(1/A-l/*")- 

2 2 

.fim n m :f 1 == O 9 ^^^ komt men , na geschikte vierkantsver- 
heifing en herleiding, ten slotte — zooals zich verwachten liet 

omdat iedere p = — slechts van de verhouding der bgbehoo- 

rende functiën g en h afhangt — slechts op eene enkele , en 
wel gel^kslachtige en symmetrische, betrekking van den 
tweeden graad tusschen de vier rationeele functiën ^«, A„, 
^'«t =F 11 A« T 1 neder, te weten (A -f i' -f k") [Kgnt ^ i +^« K ti)^ — 

— \9m9m T 1 + 4(A'F+ Fi-f- AA')A^A« :p ij (A«^« ^ l+^«.AmTl) + 

2 3 

-f- 16 A ^' A'' A^ A^ :,: 1 = o , waarin desverkiezende de drie sym- 
metrische functiën van k^ k\ k" ook door de onderlinge ver- 
houdingen der vier invarianten Ao » ^i » ^o ©n 6^ te vervan- 
gen zgn. 



Misschien is het nog de moeite waard, opmerkzaam te 
maken op de volgende, uit de acht betrekkingen tusschen 
de functiën ir voortvloeiende, vier vrg eenvoudige formulen: 

^4j+3 %-l — ^4j-l '^éj + l Z-^ + %-2^8j + l = ö» 

^4j-|-2 ^SjT + l ^4jf + l ^8j[ + 2 "^^éj ^8^+3 ^^^> 

^^4^+4 '^8? + 3"~'^4sf + l ^^42 + 327— +%^8jr + 5 = ^' 

«4j + 2 

'*^4j + 4 ^8j + 6 ^4sr + 3 ^8g + 6 ""^4j + 2 ^Sï-H?"^^» 

waarvan de eerste en de derde desverkiezende weder in eene 
enkele zouden zgn samen te vatten. 



OVER DE BEPALING VAN EEN DRIEHOEK, 
WAARVAN DE LENGTEN DER DRIE HOEPEELLUNEN 

GEGEVEN ZIJN, 



DOOB 



P. J. VAN DEN BERG. 



Het verdient opmerkiag , dat — terwgl de bepaling van een 
driehoek, waarvan de drie hoogten of ook de drie middel- 
lonen (medianen) gegeven z^n , zoo voor de hand ligt — daar- 
entegen de oplossing van het overeenkomstige vraagstuk in 
het geval van drie gegeven hoekdeell^nen zooveel moeielyker 
is. Hieraan is het dan ook waarsch^nlyk toe te schreven 
dat, voor zoover rag bekend — in tijdschriften bg voorbeeld, 
waarin men het eerst zou verwachten een dergelijk vraagstuk 
behandeld te zien , of ook elders — daarvan weinig of geen 
gQWBg wordt gemaakt. Althans ons medelid, de Heer F. H. 
VAN EooT£N, die mg op dit vraagstuk opmerkzaam maakte 
en die de vriendelgkheid had, behalve enkele wiskundige 
woordenboeken en het Register op de werken van ons Ge- 
nootschap, ook vele jaargangen van de Nouvelleê annales 
de mathématiques en van Mathesis ter zake na te slaan, 
deelde mg mede aldaar geene oplossing of aanwijzing hier- 
omtrent te hebben aangetroffen. Naar het schgnt heeft de 
hoogere graad van het bedoelde vraagstuk althans* ten deele 
zgn grond in de omstandigheid, dat (terwgl uit ieder hoek- 
punt van een driehoek slechts ééne hoogte en ééne middel- 
Ign kan getrokken worden) integendeel twee onderling sup- 

N. A. V. W. Dl XVI. 12 
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plementaire deell^nen z^n aan te w:yzen, die ieder met de 
beide aldaar samenkomende z^den of hare verlengden gel^ke 
boeken maken. Hoe bet zg — ook indien hier of daar reeds 
eene behandeling van dit vraagstuk van gewone meetkunde 
mocht worden aangetroffen , die zich dan allicht van de m^ne 
onderscheidt — moge toch de volgende proeve van oplossing, 
die in hoofdzaak berust op het invoeren van den straal des 
ingeschreven cirkels van den driehoek als hulpgrootheid , hier 
niet geheel misplaatst worden geoordeeld. 



Indien men in een willekeurigen driehoek A B C de l^nen 
« , /3 , y trekt , die de hoeken A , B , C middendoor deelende 
tot de overstaande zgden a, 6, c loopen, en die elkander 
dus in het middelpunt van den ingeschreven cirkel, wiens 
straal r z^ , sneden , laten zich de lengten dezer drie deellijnen 
gemakkel^k in dien straal en in de hoeken uitdrukken. Voor 
de eerste b^ voorbeeld dier deell^nen , x , komt , als men de 
stralen der raakpunten van den cirkel met de zgden trekt, 
het gedeelte van » zelf tusschen het hoekpunt A en het 
middelpunt vóór als hypotenuse van een rechthoekigen drie- 
hoek, die den straal t tot ééne rechthoeksz^de en den hoek 

A 

^ tot overstaanden hoek heeft; terwgl het gedeelte tusschen 

het middelpunt en de z^de a almede voorkomt als hypotenuse 
van een rechthoekigen driehoek, die den straal t tot ééne recht- 
hoekszij de heeft en tot overstaanden hoek den door » met 
a gevormden hoek — die ingeval van By C zoowel door 

A A 

(180° — B) — ^ als door C-^--^ en dus ook door de halve 

som , dat is door 90° ^ — , wordt voorgesteld , en in- 

ff p 

geval van Cy B evenzoo door 90° ^ — . Steeds heeft 

men dus 



sm- 



8in ('90° =F ^-2-^ 
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dat is 

^ B C 

»_ l , l 2 cos -^. cos -^ 



COS — -^ — cos 



co»»2.co«»^ -(l - co,*|)(l -co»*|) 



7* 7* 7* .J\. 

of, als men de notatiën aJ = -iV=7^»'^== — i alsmede l = cos-z^^ 

« "^ p y 2 

S C . ,1 2 mn ix.i 

m = cos -^, n = cos -zr invoert , — = — g— j — ^ r-, dat is de 

J J ^ W^ -p 71 — 1 

eerste der drie formulen 

771* — 2mna!-\'n^=l^ \ 

n^-2nly+lP = l, (1) 

P — 2lmz-^m^=l; ] 
uit welke eerste de beide anderen blikbaar door rondgaande 
verwisseling van Z, tw, n en van a, y, z mochten worden af- 
geschreven. En men ziet hieruit dat — als het gelukt de drie 
cosinussen Z, 7n, 7i, die de hoeken van den driehoek bepa- 
len, te elimineeren tusschen deze drie formulen met toevoe- 

A B C 
ging van het op grond van —-)---)-- = 90° tusschen deze 

zelfde drie cosinussen bestaande onderling verband — zoodoende 
eene betrekking van af hankel^kheid tusschen de drie verhou- 
dingen ^, ^, ^ zal gewonnen zgu, die in wezenlgkheid niet 
anders is dan eene vergel^king dienstig om, als de drie 
hoekdeell^nen a, (3 ^ y gegeven zyn , den straal r in deze 
Ignen uit te drukken, en daardoor verder vooreerst x^ y^ z 
zelve, vervolgens Z, 7n, n, en dus de hoeken A, B, C, ten 
slotte de zgden 

A 



. / 5 , C\ 
a = r{cot-i.-\-cot-^j = 



'''2 l 

= r 



.B.C V {l -7n*)(l -71^)' 
sin -^,sin-^ ' ^ ' 



/ C . A\ m 

van den driehoek te kunnen berekenen. 

De voornoemde eliminatie kan nu bij voorbeeld als volgt 
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worden aitgevoerd. Schrgveode het onderling verband Tan 

Ij m^ n onder den vorm cos "o "^ **^ ("0 "1" "öj' ^** ^® 

/= tn V (1 — w*) -)- w V(l — m*), — die dus even goed als de for- 
mulen (1) zelve eene gel^ktgdige omkeering der teekens van 
l^ m^ n toelaat — en substitueerende hierin voor 1 — w^ en 
1 — m} de waarden uit de tweede en de derde formule (1), 
heeft men \/Z = »w \/(i — 2 wy) + n t/(^ — Srw^r); waaruit 
door vierkantsverheffing (w^ + n* — 1) Z— 2mn (my-f-n -?)-{- 
+ 2 w n t/ (Z — 2 w y) (i — 2m ^) = O , of deelende met inacht- 
neming van de eerste formule (1) door 2mn, lx — {my-\- 
-|- w ^r) = — \/ (/ — 2ny){l '" 2m z). Eene herhaalde vier- 
kantsverheffing geeft alsnu P (^^ — ■ 1) — 21 \m{xy — z)-\- 
^n{z X — y)\-\-(^y — « -?)^ = O , en deze vergel^king ten 
opzichte van l oplossende, komt wegens \m{xy — -?) + 
-\-n{z X — 2/)P — {x^ — 1) {my — nzy = m'^ \{xy — zY — 
-{x^-l)y^\+2mn\(xy-z){zx^y) + {x^-l)yz\ + 

+ nM (-^ ^ — 2/ )' — (^' — 1) ^' I = (m^ — 2 m w o? + w^) (y^ + 
-\-z^ — 2xyz)^ en wederom gelet öp de eerste formule (1), 
l{x'^ — 1) = m (o? y — z)-^n{z X — y) ± Viy^ + z'^ — 2xy z). 
En dat langs dezen vry korten weg uit de drie tweede-machts- 
formulen (1) tusschen de drie te elimiueeren grootheden Z, 
m, n en uit haar onderling, in rationeelen vorm zelfs tot 
den zesden graad opklimmend, verband eene vergelgking is 
kunnen afgeleid worden, waarin diezelfde grootheden slechts 
lineair voorkomen, is dan ook voor de verdere berekeniug 
niet zonder belang. Immers, voerende thans regelmatigheids- 
halve de beschouwing van den symmetrischen determinant 
\zy 

= — (^^ + y^ + ^* — 2 iT y <2r — 1) en van den 



— A = 



z\ X 
yx\ 



b^gevolg evenzeer symmetrischen determinant A^ = 



XZ'Y' 
Z'YX 

TX Z 

zyner minoren in — waarin dus X=l — .i?^, Y=\ — y^, 
Z= 1 — -2?^, X' =y z — o?, Y' =^z X — y, Z ^=xy — ^:is — 
alsmede ter verdere bekorting de notatiën P=y^+£:^— 2a:y5:, 
(1^=- z'^ '\- x^ — 2xy z^ R = x^'\'y^ — 2xyz^ laten zich de 
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eren gevonden lineaire rergelgking en de beiden die men 
weder gerechtigd is er door rondgaande letterrerwisseling idt 
af te schrgren, onder dezen vorm brengen 

lX-\-mZ' + nr'=zf\/P, 

IZ'+m Y+nX: = TVQ, 
lT^mX'-\-nZ =^H/R; 



waaruit men alzoo oplost l 



YX' 
X'Z 



X'Z 

Z'T 



xz'r 

Z'TX 

rxz 

Z'Y 
YT 



■^ V'-P Z' Y 
j;l\/RX Z 



öf, gelet op 



y 



= -A, 

lL = ± \/P±zVQ±yVB., 

en dan evenzeer m t^^±z \/ P ± \/ (l±x\/R 

en nA = ±y V'-Pia'V/Qi VR; 
z^nde in deze drie waarden de vóór l/P, V'Qi V-R staande 
dubbelteekeus wel onafbankelgk van elkander, maar toch ieder 
dier drie wortelvormen op zich zelf in alle drie de waarden 
steeds met een zelfde teeken te nemen. Ten slotte blyft nu, om 
de voorgenomen eliminatie van l^m^n te voltooien , slechts de 
substitutie van de beide laatste bg voorbeeld dezer waarden in 
de eerste formule (1) , dat is in (m (^J)^ — 2 (»n ^) (n ^) « -|- 
+ («A)*— A* = over, waardoor men — met inachtneming 
van de even gezegde gel^kt^dige geldigheid van ±\/P, 
iVQi ± V/-R voor alle drie de waarden — verkrggt 
(«» — 2 a!y z + y»)P + (1 - «*) Q+ (l- «*) i2±(2«-2a;») . 
VQ^±(2y-2«»y) Vi2P±(2«-2a!»2)v/-PQ-A*=0, 
of, omdat («» — 2 a» y « + y*) P — A* = ^P* — A* = 
= (P-A)(P + A) = (l-^')(i' + A) is, 
P+Q+i2+A±2arl/Qi2±2y V/PP±2^V/i'Q=0,...(2) 

dat is voluit de, naar zich verwachten liet symmetrische, be- 
trekking 

3 (a?* + y* + «*) — 8 «y r — 1 ± 
± 2 « vXz^ -\-x^ — 2xyz) («» -|-y» _ 2xyz)± 
±2y v/(a?»-j-y» — 2 ary ^) (y* + ^» - 2ary «)± 

± 2 « \/{f 4- «» — 2 « y «) («» + «» — 2 « y «) = O ; (2') 

waarin, zooals reeds gezegd, voor x^ y, z slechts hunne waar- 
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den - , 7= . - zÜQ in te vullen om te doen zien, hoe de straal 
« p y 

r van den ingeschreven cirkel afhangt van de drie hoekdeel- 
Ignen a, /3, y. 

B^ het rationeel maken van de gevonden betrekking (2) 
is het — ten einde zich rekenschap te geven welke der verbin- 
dingen van de dubbele teekens der daarin uit de producten 

(± VQ) (± VR), (± VE) (± V/P), (± VP) (± VQ) voortge- 
komen samengestelde wortelvormen V/Qi2, y/RP^ VP Q 
geoorloofd zgn — van belang nogmaals te letten op hetgeen 
zoo straks ten aanzien der teekens van de enkelvoudige wor- 
telvormen l/p, l/Q, VR werd opgemerkt. Denkt men zich 
in de voor Z /^ , m A » ^ A gevonden waarden deze laatste 
wortels b^ voorbeeld alle drie met het teeken -\- aangedaan , 
dan hebben in de uitkomst ook l/Qi2, ]/RPj VP Q allen 
het positieve teeken. Eeert men nu echter van één of ook 
van twee der wortels l/P» l/Q, VR het teeken om, dan 
keert in beide deze gevallen het teeken van twee der wortels 
VQR* VRPi VP Q om, terwgl dat van den derden on- 
veranderd bl^ft. Maar verandert men gel^kt^dig de teekens 
van v/p» V/Q? VR allo drie in negatieve, dan bl^ft in de 
uitkomst alles onveranderd. En hieruit blgkt derhalve, dat in 
die uitkomst noch eene verbinding van twee positieve met 
één negatief teeken, noch de verbinding der drie negatieve 
teekens kan voorkomen; dat veeleer die uitkomst slechts eene 

der vier verbindingen -i--[- + >H » \- — en h 

kan vertoonen , en dat op grond hiervan het rationeel maken 
dezer uitkomst in dier voege kan en behoort te geschieden, 
dat de einduitkomst niet anders is dan het uitgewerkte 
product der vier irrationeele factoren (P+Q + -K + A + 
+ 2a!VQR+2yVRP-\-2zVPQ). (P + Q + iü + A + 
+ 2xVQR-'2y{/RP — 2zVPQ){P+Q + R+^- 

— 2xVQR + 2yVRP — 2zVPQ){P-]-Q + R + ^ — 

— 2aVQR — 2yVRP-]-2zVPQ) = 0; waarvoor men 

dan ook verkriggt 

[j(P+Q_|_i2+^)2 + 4^^Qiü — 4y^ü:P-4^2PQ( + 

+ \ix{P-{-Q-{-R + ^)VQR — SyzPVQR\]. 
.[\{P-]-Q^R + ^y-]-ix^QR — iy^RP--Az^PQ\ — 



185 

dat is de rationeele vergel^king 

t(p+Q + ü;+/^)2 + 4(^2Qi2 — 2/^i^P-^2pQ)i^ — 
— 16(^(P+Q+iü+A)— 22/^Pt'Qü:=0....(2'') 
die, uithoofde zoowel P, Q, R als /^ derde-machtsfunctiën van 
r zgn, tot in den 16en graad van r bl^kt op te klimmen. 
Deze vergelijking — die dus in wezenlgkheid , na eerst in 
(2) de beide laatste wortelvormen en later de beide komende 
wortels VQ R achter het gelgkteeken bgeengebracht te heb- 
ben , verkregen is door slechts twee opvolgende vierkantsver- 
heffingen van (2) — kan overigens , behalve onder twee 
overeenkomstige vormen, waarbg ^ , j/ , ^r en P , Q , jB rond- 
gaande door y, ^, j? en Q, jR, P, of door z^ x, y en R, 
P , Q , vervangen worden , ook nog geschreven worden (door 
zoowel den eersten term , beschouwd als het vierkant der som 
van (P+Q + i2 + A)' — 4:(^2QJB + y^i2P + ^^PQ) en 
8 x^ QR, als den tweeden term , beiden volgens het binomium 
te ontwikkelen) onder den in allen deele symmetrischen vorm 

j(P+ Q4_P + Ar -4(^^(3 P + 2/^ü!P^-0^P Q)i^- 
— 64: P Q R \y z {y z -- x) P ^ z x {zx -- y) Q-\- 

-]-xy{a!y—z)R — ayz/:\\=0 (2'") 

En wat zoo even omtrent de teekens der wortelvormen werd 
opgemerkt , verklaart tevens, dat (2), (2'), (2''), (2'") allen eene 
omkeering der teekens van twee der drie grootheden x^ y^z 
toelaten. 



Het is er verre af dat alle zestien wortels r der gevonden ver- 
gelgking bg driehoeken zouden behooren, die in den eigenlgken 
zin ons vraagstuk oplossen. Om dit te doen uitkomen zullen 
w^ in de eerste plaats met eenige uitvoerigheid stilstaan bg 
het bgzondere geval, waarin de drie hoekdeell^nen «, jS, ^ 
onderling gel^k gegeven zgn. In dat geval is ook a? = y = -^, 
bijgevolg P=Q = P = — 2/1?^^— 1) en A = — 2^^ + 
+ 3 ^^ — 1 == — (o: — 1)^ (2 j? 4- 1) ; zoodat de vergelijking 
(2"), geschreven onder haar aanvankel^ken vorm , als product 
namelgk van vier in het algemeen irrationeele , maar thans 
rationeel en voor zoover de drie laatsten betreft onderling 
gelgk geworden factoren (2), zich vereenvoudigt tot (3P + 
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+ A + 6^P)(3P+ A — 2a?P)3 = 0. Hierin wordt de eer- 
ste factor gelijk 3 (2 o? + 1) P4-A = — (^ — 1) (2a? + 
+ l)(6^^ + a?— l) = -~(^ — l)(2^+l)^(3.r— 1); en de 
tweede factor, die driemaal in deze 16^-machtsyergel^king 
voorkomt, gelijk ~(2 ^-3)P + A = (^- 1) t2a?^(2a?-3)- 
— (o? — 1) (2a?+ l)t = (^— 1) (4a?3 — 8j?^ + .2?+1) = 
= (^ — 1) (2 .r — 1) (2 j:^ — 3 ^ — 1) = 2 (^ - 1) (2 o? — 1) . 

/ 3+v/17\/ 3- l/17\ ^ . ,. , , . 

.lx —T ) lx -j J. Vooreerst dient nu dein 

beide deze factoren voorkomende factor x — 1 van de ver- 
dere beschouwing te worden uitgesloten, daar h^, gelgk nul 
gesteld, tot geene eigenl^ke oplossing zou leiden: voor x = 
= y = z=l toch gaan de drie oorspronkelijke formulen (1) 
over in (m — w)^ = (w — Z)^ = {l — m)* = 1 of m — n = it 1 » 
;i — Z = ±l» l — m = itl? waarvan , hoe men de teekens 
ook verbindt, de som eene ongeremdheid geeft tenzg Z, m, n 
allen oneindig zouden zgn, wat echter str^dt met hunne 
beteekenis als cosinussen. Men had dan ook dezen overbo- 
digen factor x — 1 reeds eerder kunnen verwflderen , indien 
men, in plaats van zich te vergenoegen met de substitutie 
x = y = z in de uitkomsten (2) of (2"), de berekening, die 
tot deze uitkomsten heeft geleid, ook in het tegenwoordige 
geval als het ware op den voet had gevolgd, waardoor men — 
hetz^ reeds b^ de boven gevonden drie lineaire vergelijkin- 
gen in Z, m, w, die thans worden l{x^ — 1) = {m-\-n). 
.{x^ — x) ± V — 2 x'^ (x—1) en twee dergelgken — hetz^ 
b^ de daaruit opgeloste Z^f ^A) nA, die thans geven 
'^l{x'-\f{2x-{-\) = {±\±x±x)V-2x^{x—l) en 
twee dergelgken — de deeling door Vix—l) had kunnen uit- 
voeren, hetgeen blykbaar (indien men zich herinnert dat 
die opgeloste waarden weder in (1) werden gesubstitueerd) 
zou z^n nedergekomen op eene deeling der niet welke ver- 
binding ook van de dubbelteekeus genomen uitkomst (2) door 
X — 1 zelf. En wat nu verder de overige gevonden factoren 
betreft, verkfggt men naar het sch^nt beter inzicht in de 
beteekenis, die z^ voor ons vraagstuk hebben, indien men 
reeds van den aanvang af het thans in behandeling z^nde 
b^zondere geval x = y = z aan eene zelfstandige berekening 
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onderwerpt, waardoor men tevens de wortel vormen van het 
algemeene geval geheel kan ontgaan. Juist toch in dit b^- 
zondere geval laten zich de verschillen der drie uitgangs- 
formulen (1) twee aan twee ieder in twee lineaire factoren 
splitsen, en is daardoor ook de geheele verdere berekening 
dadelyk in onderdeden te ontleden. Voor het verschil b^ 
voorbeeld van de twee laatste formulen (1) onderling is alsnu 
te schrijven {m — n){m-{-n — 2lx) = 0; voor hare verschil- 
len met de eerste formule komen overeenkomstige vormen, 
aan welke evenzeer voldaan moet worden; en het bl:ykt 
dus , dat de oplossingen van het stelsel (1) in verband met 

de voorwaarde -q + "ö + "^""^^^ thans allen vervat moeten 

a a a 

zgn in de volgende drie gevallen: 1^ n — l = met Z— m=0, 
wat van zelf meebrengt m— 7i = 0, in één woord l = m=n; 
2^ m—n = met Ti 4" i— 2 ma? = enZ + m — 2w^=0, dat is 
i=wi(2^— l) = w(2.r— 1), waaruit nog twee overeenkomstigen 
door rondgaande letterverwisseling; 3®. m-j-w — 2/a? = met 
n-\-l—2m a!=0 enl4- 7n — 2n x = ^ waarvan de som 2 (i-f" 
'\'m-\-n){l — ^) = 0, zoo men niet; in het reeds verworpen 
geval .V — 1 = wil vervallen , vordert , dat l-\-m-\-n = 
zg , dus óf Z = m = w = 0, wat echter str^'dt met de for- 
mulen (1) zelve, óf 2 o? -f" 1=0. Overgaande tot het verder 
uitwerken van deze drie gevallen, vindt men de volgende 
uitkomsten: 1®. Voor Z = m = w vallen de drie formulen (1) 

samen in 2l^{l — .r) = 1, en komt -==-=-, dus = 30°, 

k" 1 7 Ai/S ,1,21 

bijgevolg l=^cos-^ = _ena.= l-2y, = l-3 = g, 

in overeenstemming met den factor 3 .r — 1=0 van den 
boven eerstgevonden factor 3 P + A + 6 o? P = 0. 2*^. Voor 
l=zm{2a! — l) = n{2 X — 1) vallen de drie formulen (1) 
samen in 2m^(l — ^)=1 en vereenvoudigt zich het alge- 
meene cosinus- verband l = m \/{l — n^)-\-n \/{l — m^) tot 
Z=2mV^(l — m^), zoodat men om de bg dit geval be- 
hoorende waarden van x te vinden slechts de twee grootheden 

Z en m te elimineeren heeft tusschen deze drie vergel:gkin- 

2 X 1 

gen, waartoe de substitutie van 2(1 — m^) = r— uit 

X — 1 
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de tweede in het kruisproduct 2 x — l = 2i/(l — m*) der 
eerste en derde geeft (2a? — 1) t(2 x — 1) (o? — 1) — 2| = O 
of (2 a? — 1) (2 0?^ — 3 a? — 1) = O , dat is den bovengevonden 
tweeden factor 3P + A — 2a?P = behoudens diens reeds 
verworpen onderfactor as — 1 = 0. Hier zou uit de eerste 
oplossing , namelijk 2 a? — 1 = 0, volgen Z = O , m = n = 

= ± 1/ TTï \ = ± 1 » ^^ welke cosinussen behooren als 

I 5i (1 — ^) 

aan het verband -ö + -ö + "ö ^^ ^^^ voldoende hoeken , voor 

a a a 

A BC 

het bovenste teeken het stelsel ^ = 90°, - = -=0, voor 

a uu 

het onderste teeken het stelsel ^ = — 270°, ■? = - = 180": 

stelsels, die echter blgkbaar, evenmin als de daaruit door 
rondgaande omzetting van l^ m^ n^ dat is van A^ B^ (7, 
volgende, tot geene eigenl^ke driehoeken aanleiding geven. 
En op de tweede oplossing , namel^k 2a?^ — 3a? — 1 = 

of a? = , komen wg zoo dadel:gk terug. 3®. Blgft 

dus het geval 2 a? -|- 1 = O , dat is de ook reeds in den boven 
eerstgevonden factor 3P-]-A + 6a?P = tot tweemaal toe 
aangetroffen onderfactor. Daar dit geval zoo even bleek voort 
te komen uit Z + m-|-w = 0, en daar voor 2a?=2y = 22r = 
= — 1 de eerste formule (1) overgaat in m* + ^ ^ "h ^^ = !> 
en de tweede en de derde in hiermede gel^kvormige formu- 
len, die bovendien uit de verbinding van deze beiden voort- 
vloeien ; daar wijders op grond hiervan in het cosinus- verband 
— l-\-mV iX — w^) + w V^(l — m^) = O thans te schrgven 
is 1— w^ = m^-|-mn=— Zm en 1— m^ = m w-f"W^=--w ^» 
waardoor het wordt V — l {y — Z + m l/m + n v/n) = O, 
terwgl ditzelfde verband door rondgaande verwisseling van 
Z , m , n ook onder twee andere , maar overeenkomstige, vor- 
men te brengen is; big kt dat in dit geval óf Z = 0, óf m=0, 
óf n = O moet zijn , omdat anders de factor V—l-^m Vm -\- 
-|- n \/n gel^ktgdig met zgne beide overeenkomstigen gelgk 
nul zou moeten worden, wat weder het gel^kt^dig nul 
worden van Z, m, n zelve zou vorderen, tenzg de determinant 
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= — (mn + nZ+Zm+1) V— 1 + 



V/— 1 m n 

Z V/-1 n 

l m V — l 

-\-2lmn = was , hetgeen , omdat 2 (Z + m + n)^ = O ver- 
minderd met de som van m^-\-mn-\-n^=l en van de beide 
overeenkomstigen leert, dat mn + n/ + Zm + l = is, nog- 
maals tot hetzelfde besluit lmn = zou voeren. Alzoo voor 

1 = bg voorbeeld komen uit m + n = en m^-\'fnn-\' 

-^n^=l de waarden m= — n = ±:l, en hierbg , gelet op 

A S G 

-p + 9 + 9 = 90°, behoort voor het bovenste teeken het 

A SC 

stelsel -5 = — 90° , - = O , -^ ==■ 180®, en voor het onderste 

ABC 

teeken het stelsel -^ = — 90% ^ = 180°, ö = 0; evenwel, 

ook hier leiden deze stelsels, evenmin als de daaruit door letter- 
verwisseling af te schrjvene , tot geene eigenlgke driehoeken. 
(Alvorens nu verder met het onderzoek van het in behan- 
deling zgnde bgzondere geval ar =y = z voort te gaan , moge 
hier de opmerking worden ingelascht, dat ook in het alge- 
meene geval van ongel^ke gegeven hoekdeell^nen <%, (3, y^ dus 
ongel^ke x^ t/, ^, soortgel^ke oneigenlijke oplossingen z^n aan te 
wijzen als zoo even onder 2^. en 3°. door de factoren 2 jrip: 1 = O 
werden vertegenwoordigd. Immers reeds voor de in den aan- 
hef in het algemeen verrichte eliminatie van Z , m , n werd , 
bg de substitutie der waarden van 1 — n^ en 1 — m^ in die 
van 2, eene deeling door \/l uitgevoerd, en dus eigenlek deze 
factor verwaarloosd, die daarentegen, volledigheidshalve ook 
gelijk nul gesteld, de drie formulen (1) zou hebben doen 
overgaan in m?" — 2 m n o? -{- ^^ = 1 » w^ = 1 , m} = \\ waar- 
door vooreerst werkeligk ook aan het verband Z=r m v/(l — w^) -j- 
-|-w |/(1— m^) voldaan wordt, en waardoor ten andere, wegens 

7n I fi^ — — 1 

m w = rt 1, komt 2 x= -^- = ± 1 , dat z^n juist 

m n 

dezelfde twee waarden als zoo even in het bgzondere geval, 

maar die ook nu weder , evenals de waarden 2 ^ = dz 1 en 

2 z = ±l die bg rondgang gelyke aanspraak zouden heb- 
ben, slechts op oneigenlgke driehoeken heenwgzen.) 
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De slotsom van de voorgaande, op «r==t/ = ^ betrekke l^ke, 
ontleding is dus deze , dat eigenlgke oplossingen alsdan alleen 
kunnen voortkomen uit het geval, onder P. aangewezen 
door Z = m = n eü 3 ^ — 1 = 0, en uit het geval , onder 
2®. door l = m{2 X — 1) = n (2 o? — 1) — om van de onder- 
linge verwisseling van /, m, n niet te gewagen — en2^^— 

— 3.r~l = aangeduid. Zooals de reeds opgemerkte waarden 

ABC 

"ö = "ö = -ö = 30° leereu , stelt het eerste dezer gevallen 

I 

een gelgkzijdigen driehoek voor, en zulk een driehoek was 
dan ook big de onderlinge gel^kheid der drie hoekdeellgnen 
van te voren wel te verwachten: uitgedrukt in de gegeven 
lengte x dezer l^nen heeft men hier den straal van den in- 
geschreven cirkel r = « o? = ^ en de Zflde a = r Icot -^ -j" 

C\ , 2 « . 

-j- cot -^) = 2 r co* 30 ' = — l/3 , in overeenstemming met de 

rechtstreeksche beschouwing dezer thans regelmatige figuur. 

Niet zoo voor de hand ligt de beteekenis der oplossing 

onder 2®. Hier heeft men , gebruik makende van de reeds boven 

in X uitgedrukte waarden m = n^~y^r^ ren]/(l — m*)= 

y 2k (1 — X) 

2 X 1 1 

= V^ (1 — n^) = = — (deze laatste op grond 

J 1 — X 

van den vorm (2^— l)(aj— 1) — 2 = O, waarin de vierkants- 
vergelijking in x aanvankelyk werd gevonden), cot -^ = 

_ C m _ n _ 1/2(1 —o?) _ 

— ^o*2~ |/(1— m^) ~ Vil—n") ~ 2 "" 

\ A A 

= — ^/^ _2aiy ^^i^^^T^^ 2 + 5 = 90° is, cot-^=tgB = 

^^^^2 B 2m2 B 1/(1 — 2^) ,. 
*9-ö = ö^i ^^9 ö= —: ^;enhier- 



^ ^B , •'^ 2""2m^-r^ 2 X 

2 C08^ -^ — 1 

mede en met de opgeloste waarden van x zelf verkrggtmen 

3±v/17 
den straal van den ingeschreven cirkel r = xx = x j 
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cot ö + ^^* 9 ) "^ — ax \/2 (1 — o?) = 
3±i/17 i/"lq:v/17 , / C, ^ ^\ 

.1/ ^ ''^ . (Bg w^ze van proef heeft men naar behooren 

in ieder der beide hierdoor bepaalde gel^kbeenige driehoeken 

«^ (1 — 2 ^) (1 — ^) ,, _, , ^ ^ . ,. i_ 

= — ^^ ^-^-^ ~ = «^). Evenwel , voor den dnehoek 

met de bovenste teekens is wel de straal r positief, maar, 
z^n de z^den a en 5 = c zelve onbestaanbaar : ook deze geeft 
dus geene wezenlgke meetkundige oplossing. Voor den drie- 
hoek daarentegen met de onderste teekens zgn straal en 
zgden allen bestaanbaar , maar terw^l a eene positieve waarde 
heeft , blgken r en b =c negatief te zgn. In welken zin men 
nu deze aanw^zing omtrent de teekens te verstaan heeft, 
laat zich waarsch^nl^k het geschiktst verklaren door het ver- 
loop der oplossing na te gaan , die men — al zou dit in het 
algemeene geval van drie ongel^ke gegeven hoekdeell^nen 
cty (3^ y met meer bezwaar gepaard gaan dan hiervoren door 
tusschenkomst van den straal r geschied is — althans in 
het onderhavige geval x = l3 = y ter rechtstreeksche bepaling 
der z^den licht kan aanwenden. W^ brengen daartoe de 
stelling in herinnering,' volgens welke het vierkant eener hoek- 
deellgn x van eenigen driehoek gelgk is aan het product der 
beide aanliggende zgden b en e verminderd met het product 

der beide segmenten r—, — en y—, — , waarin zn de overstaan- 

b-f-c b-\-c 

de zgde a verdeelt; en tegelgk zal ons de verwante stelling 
van dienst zgn die hetzelfde, behoudens omkeering der tee- 
kens van beide producten , leert ten aanzien der deellgn V 
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van den supplementairen hoek: met andere woorden, w^ 
beschouwen in verband met elkander de beide formulen 

= ^^«^ ^ ^^^ _ 6 o = ^ '^ ('^ - ^^+ '') ('^^+ ^ - ^) , aUookdehier- 
(6 — cy (o — cy 

uit weder door rondgaande letterverwisseling afgeschrevene 
voor S^ en /3'^, y^ en y'^ Zooals gezegd, gegeven «, /3, y, 
sch^nt de rechtstreeksche berekening hieruit van a, 6, c niet 
gemakkelflk ; maar is « = /3 = y, dan heeft men weder het 
voordeel, dat de verschillen twee aan twee der thans gelgke 
vierkanten <»^, j3^, y^ zich in voor de hand liggende factoren 
laten ontbinden , en dienovereenkomstig de volledige bereke- 
ning in gedeeltel^ke berekeningen. Kortheidshalve voeren wg 
deze niet uit en vermelden alleen , dat men langs dezen weg 
zonder moeite vindt, dat de beide thans bedoelde gel^kbeenige 
driehoeken (de eerste onbestaanbaar, de tweede bestaanbaar) 
worden aangeduid door de factoren 6 -^ c = O met a^ -{- 

+ 5a6+2 6^ = 0, waarvan de tweede geeft t = ö ' 

in overeenstemming werkelgk met de verhouding, volgende 

uit de zoo even voor a en 6 in a en .27 uiigedrukte waarden, 

a_ 2 ar 2 (3 ±1/17) 2(— 20:p4l/17) 
namelijk -^ - ^--^ = _^_____ = __ 

Maar, waar w^ thans op willen komen is de omstandigheid, 
dat , als men in de vorenstaande formulen voor de hoekdeel- 
Ignen ééne zgde (bg voorbeeld a) negatief neemt, de hoek- 
deellgnen van hare beide uiteinden (/3 en 7) overgaan in de 
supplementaire (/3' en y'), terwgl de derde deell^n («) on- 
veranderd blgft; dat, als men twee z^den (bg voorbeeld b 
en c) negatief neemt, de deellyn van het gemeenschappelgk 
hoekpunt (x) onveranderd bl^ffc, terwgl de beide anderen (jS 
en y) overgaan in de supplementaire (jS' en y'); dat, als 
men de drie z^den a, J, c aöen negatief neemt, de drie 
hoekdeell:gnen », (3^ y allen onveranderd blgven. Door het 
negatief nemen alzoo achtervolgens van a of ook van b 
en c, van b of van c en a, van c of van a en 6, gaat het 
stelsel («, /3, y) der drie inwendige deellgnen telkens over 
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in een der drie stelsels («, /3', y'), («', j3, /), («', jS', y) 
van ééne inwendige en twee uitwendige deellgnen; en hier- 
mede gaat tevens de overgang gepaard van den ingeschreven 
cirkel (middelpunt in snijpunt der drie oorspronkelijke deel- 
l^nen) telkens in één der drie aangeschreven cirkels (middelpunt 
in sn^punt der drie nieuwe deellgnen) ; eene verbinding daar- 
entegen van twee inwendige met ééne uitwendige deellgn, 
of ook van de drie uitwendige deell^nen onderling, kan op 
deze wgze door het negatief nemen van z^den niet tot stand 
komen. In het algemeen w^st de omschreven omstandigheid 
er reeds op heen, dat het behandelde vraagstuk van drie ge- 
geven inwendige deell^nen en het vraagstuk van ééne ge- 
geven inwendige en twee gegeven uitwendige deellijnen, door 
het negatief nemen van ééne of ook van twee der z^den uit 
elkander af te leiden z^nde, in wezenl^kheid slechts als één 
zelfde vraagstuk behoeven te tellen ; de overeenkomstige vraag- 
stukken daarentegen van twee gegeven inwendige en ééne 
gegeven uitwendige deell^'n en van drie gegeven uitwendige 
deell^nen hangen niet alleen niet op dezelfde w:gze van de 
voorgaande af, maar schijnen ook nog bezwaarl^ker dan deze 
rechtstreeks op te lossen te z^n; hetgeen misschien hieraan 
moet geweten worden dat, al hebben zulke hoekdeellgnen , 
in plaats van door één punt te gaan , hare drie uiteinden 
telkens in ééne rechte l^n, geene meetkundige grootheid 
voor de hand ligt, die op zoo eenvoudige en symmetrische 
w^ze met deze deell^nen samenhangt als de stralen der in- 
en aangeschreven cirkels met de deell^nen der eerste soort. 
En meer in het b^zonder is nu de toepassing van het ge- 
zegde ter verklaring van den zoo even gevonden driehoek 
met positieve basis a, negatieve beenen b en c en negatieven 
straal r niet moeiel^k : de beteekenis toch hiervan is dat, als 
men een gel^kbeenigen driehoek met de positieve z^den a 
en — b = — c construeert en daarin de inwendige deellgn 
a en de uitwendige /3' en y' trekt , deze drie deellynen voor- 
eerst volgens den gestelden eisch even lang zullen zyn, en 
ten andere elkander zullen sngden in het middelpunt van 
den aangeschreven cirkel op a, wiens straal, aan den tegen- 
gestelden kant van a komende als de straal r van den in- 
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geschreven cirkel, door de positieve waarde — r zal worden 
voorgesteld. 



Wg zullen niet met dezelfde uitvoerigheid het geval be- 
spreken , waarin onder de drie gegeven hoekdeellgnen slechts 
twee gelgke, bg voorbeeld j3 en y, voorkomen. In dat geval 
heeft men, door in de algemeene formulen z te vervangen 
door y, P=^2(^— l)y^ Q = R= —{2x — \)y^ + x\ 
A = — 2^j/^ + ^^ + 2y^— 1 = — (o?— 1) (2t/^ — ^ — 1), 
zoodat de beide laatste der vier factoren, waaruit de verge- 
lijking {2") ontstaan is, thans niet alleen rationeel, maar ook 
gelgk worden , en die vergelgking zich alsnu voordoet onder 
den vorm |P + 2(a?+l)Q+A+4t/|/PQt tP4-2(^+l)Q+ 
+ A — 4y VPQ\ tP-2(^- 1)Q + AP = 0. Terwgl dus 
in het algemeene geval twee opvolgende vierkantsverheffingen 
tot rationeelmaking van de aanvankelijk gevonden vergelg- 
king (2) noodig waren , en in het meest bgzondere geval 
« = /3 = 7 in het geheel geene , wordt in het thans bedoelde 
tusschengeval ééne zoodanige vierkantsverheffing vereischt ; 
of, wat hetzelfde zegt, het uitwerken van het product der 
beide eerstgeschreven factoren, waarvoor dadelgk komt tP + 
+ 2(^ + l)Q + Ap-16y^PQ, verdrijft alle wortelteekens. 
Intusdchen verdient het opmerking, dat dit uit irrationeele 
factoren ontstane product op zich zelf toch weder eene ont- 
binding in rationeele factoren toelaat; waarvan men zich bg 
voorbeeld kan overtuigen door het eerst te schrgven onder 
den vorm 1^-2 (^+ 1) Q+ Ai^-8 Q ) -(^+ 1)(P + A)-f 
-]- 2 y^ Pj , als wanneer het, wegens P — 2 (j? + 1) Q = 

= 2 |-(^- l) + (^ + l)(2^-l)tt/^~2^M^+l) = 
= 2x'{2y^ ^ x—l) en — (^ + 1) (P + A)+ 2y^P = 

= (2y^-^x-l)\P + {x^-\)\ = -^{x-\){2y^-x-\)\ 
eene eerste ontbinding in (2y^ — ^— 1)^ [|2 a?^ — (^— 1)(^-(- 
+ 8 (o? — 1) t — (2 .2? — 1) y^ + ^^1] vertoont , en vervolgens 
wegens (2 ^^ — (o?— 1)P + 8 (^-1) ^^= 12 ^' + (^-1)!^ = 
= j(a?-|-l)(2^— 1)P eene nadere ontbinding aldus: — (2a?— 1). 
. (2 2,2 — ^ — 1)2 j8 {x — 1)2,2 _ (^+1)2 (2 ^ - l)j. En ook 

de factor P — 2{x — 1) Q + A , die in de vergelgking (2") 
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van dit geval tweemaal bleek voor te komen , laat zich da- 
del^k onder den gesplitsten vorm {x — 1) j 2 (2 a? — 3) y^ — 
— {x — 1) (2 ^ -|- l)t schrgven. Dat de gevonden factoren , 
als daarin bovendien y = a! genomen wordt, naar behooren 
weder die van het voorafgegane geval x = y = z teruggeven, 
daarvan verzekert men zich gemakkelgk. En overigens willen 
wg van de zelfstandige behandeling van het tegenwoordige 
geval z = y^ wanneer men deze voorwaarde van den aanvang 
af in de formulen (l) zou invoeren, alleen dit zeggen dat, 
voor zoover de onderlinge verschillen dier formulen betreft, 
althans het verschil der tweede en derde in (m — n){m'\' 
-{-n — 2Zy) = 0te ontbinden is en zoodoende de ontleding 
der verdere berekening in twee onderdeelen mogel^'k maakt, 
waarbg de factor m — n = O zou blgken in hoofdzaak de 
zoo even eerstgevonden factoren der vergelgking (2"), en 
de factor m + n — 2Zy = hare verdere factoren op te 
leveren. 

Juist het voorbeeld van zoo even, waarbg namelgk het 
uit twee irrationeele factoren ontstane product |P4-2(a? + 
+ 1) Q + ^t^ — \&y^ P Q toch bleek weder voor eene split- 
sing in rationeele factoren vatbaar te z^n, kan een oogenblik 
doen denken aan de mogel^kheid, dat ook de volledige ver- 
gelgking (2") of {2'") zelve, niet alleen zooals gebleken is 
in de twee bgzondere gevallen x = y=^z en y = z (en zoo- 
als trouwens in die gevallen onder den vorm (2"), waarin 
dan wegens Q = iï ook de tweede term een vierkant wordt, 
voor de hand ligt), maar ook in het algemeene geval van 
ongel^ke ^, y, ^, en ofschoon zg dan als product van vi«r 
werkel^k irrationeele factoren ontstaan is, niettemin misschien 
eene ontbinding in rationeele factoren zou toelaten. Ware dit 
inderdaad het geval, het zou eene verlaging van den graad 
dier hoofdvergelijking van ons vraagstuk medebrengen en eene 
daaruit voortvloeiende min of meer belangrigke vereenvoudi- 
ging in de oplossing, die er tevens op heen zou w^'zen,dat 
in dat geval de aldus verlaagde vergel^king op zich zelve 
vermoedel^k wel met minder omslag zou z^n af te leiden 
geweest. Hoewel nu de in het algemeen rationeele onontbind- 
baarheid van (2") of (2''') als stelkundige vorm niet zoo ge- 

• N. A. V. W. DL XVI. 18 
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makkelgk rechtstreeks sch^nt aan te toonen, meeneu wg 
toch op grond van de volgende gedeeltelgk meetkundige over- 
weging daartoe te mogen beslaiten. Indien eene dergelgke 
splitsing mogelgk was, zouden de in x^ y^ z uitgedrukte 
hoogste polynomia der factoren tevens factoren moeten z^n 
van het hoogste polynomium in (2'') zelf. Denkt men zich 
nu x^ y^ z allen groot, dan z^n P, Q, i2 en A allen te 
beperken tot — 2xy z als hun gemeenschappelgken hoogsten 
term, en bijgevolg het eerste lid van (2") tot }4(a?* — y^ — 
-^^JP^P — 16 (— 2y ^ P)^P^ = (4P^)^ K^' — y' - z'f — 
^Ay^z^\=={4Py\x^^{y+zy\\x^--{y--zy\=^{l6x^y^zy. 

'{^ + y + ^){—^+v + ^){^ — y + ^){^+y — ^)' Kon nu 

van eene verlaging van den graad van (2'^) sprake zgn, bg 
voorbeeld door eene ontbinding in twee of meer factoren, die 
ieder voor zich het vraagstuk zouden oplossen, dan zou hier- 
mede ook eene overeenkomstige ontbinding van dit evenge- 
vonden hoogste polynomium gepaard moeten gaan; en dan 
zou , gelet op de geheel symmetrische wijze , waarop de drie 
grootheden x^ y^ z voor ons vraagstuk voorkomen, deze 
laatste ontbinding naar het schgnt geene andere kunnen we- 
zen dan öf eene in twee factoren, die ieder eene der beide 
symmetrische functiën x-^-y-^-z en {—os'\'y-\'z){x—y-\-z). 
• {x-\'y—z) zouden bevatten, öf eene in vier factoren, ver* 
toonende ieder ééne van deze vier lineaire vormen op zich 
zelve (in meetkundigen zin: öf splitsing in ingeschreven cir- 
kel en in stelsel van de drie aangeschreven cirkels, óf split- 
sing in de vier afzonderlgke cirkels); maar in ieder geval 
zou dan eene dergelgke ontbindbaarheid van het hoogste 
polynomium ook stand moeten houden onder anderen als 
y = z i8j en zou dus alsdan één van diens onderstelde twee 
of vier factoren door .2?+2y en een andere door — a? + 2y 
deelbaar moeten zgn. Dit nu is in strgd met hetgeen boven 
bg de werkelgke ontbinding van (2'') voor y = z bleek ; want 
gaat men na wat de hoogste polynomia der verschillende 
alstoen verkregen factoren zgn, dan ziet men den op zich 
zelf ondeelbaren factor 8 (^ — 1) y* — {x '\-iy{2x — 1) wel 
als zoodanig opleveren Sxy^ — 2x^f dat is het product 
2j?(a? + 2y)(— «+2y), maar afgescheiden van elkander 
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komen deze twee bedoelde factoren a^2i/ en — X'^2y 
niet als hoogste polynomia voor. 



Om nog een voorbeeld te nemen, waarin men althans bg 
benadering tot bepaalde uitkomsten geraakt, onderstellen wg 
dat de drie gegeven hoekdeellgnen «, |3, 7 wel allen onge- 
luk z^n, maar toch slechts onderlinge verschillen hebben 
klein genoeg om daarvan de machten vergelgkenderwgs te 
mogen verwaarloozen. «, /3 en ^ wgken dus slechts weinig 

af van haar gemiddelde 5 = ^ , en dit stelt ons in 

staat om, invoerende voor de verdere berekening de enkele 

f» 
verhouding * = -c, in deze de drie vroegere verhoudingen on- 

T T 

der den vorm aj=-=f(l + £), y=-= = e(l + /), z = 

= — = t{l-\- e") uit te drukken , waarbg dan van de be- 
kende kleine grootheden é, e'j e" alleen de eerste machten 
behoeven aangehouden te worden, die daarom en op grond 
van de aan 3 toegekende waarde — uithoofde de deeling 

cc cc 
der drie laatste formulen op de eenheid geeffc 1 — f = -t = -, 

T O 

1 — ^''^"^» ^ — *"'^"S — bovendien blgken onderling sa- 
men te hangen volgens £ + «' + «" = O* Met inachtneming 
hiervan heeft men alzoo voor het tegenwoordige geval in de 
algemeene vergelflking (2) of (2') te substitueeren P = y* + 
+ ^^ — 2^j^^ = 2<^(l + 5' + — 2«^(l + f + £' + = 
= — 2t^{t — 1 + *) , dus ook Q en R hieraan gelgk be- 
houdens vervanging van € door / en door «"; wgders P + 
+ + ü! + A = 3(^^+3/^ + ^2)-8^y^-l = 3<M3 + 2(é + 
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=,^2t^(t—l + ^^r^ «), en y V/BP en zVPQ nog- 
maals hetzelfde behoudens weder vervanging van ê door e' 
en door é". En die vergel^king wordt b^gevolg — (*— 1). 

t — 1 H ^ — é" ) = O , waarbg ook nu natuurlgk 

het vroeger in het algemeen uiteengezette omtrent het alleen 
geoorloofde gebruik hetz^ van de drie bovenste , hetzg telkens 
van één bovenste en twee onderste, der drie dubbelteekens z^ne 
geldigheid behoudt. Dit zoo z^nde, doet vooreerst de eerste 
dezer teeken verbindingen , met geheele verdwgning der kleine 
grootheden «, «', f", de vergelgking den vereenvoudigden vorm 

— {t — 1) (12 t^-\-8t^ -^t'-l) = aannemen , die dan ook, 
alsnu alle spoor van ongel:gkheid der drie gegeven deellgnen 
«, /3, y van zelf verloren hebbende, noodwendig dezelfde 
moet zgn in t als de vroeger in het bgzondere geval van 
X = 13=^0^ rechtstreeks verkregen eerste factor in a] iets 
waarvan men zich aanstonds door den ontbonden vorm 

— (* — 1) (2 < + 1)^ (3 « — 1) = O overtuigt ; en het besluit 
waartoe wg — de behalve 3^—1 = oneigenl^ke oplossin- 
gen weder daarlatende — door deze uitkomst gerechtigd zgn, 
luidt dus, dat voor drie b^na gel^k gegeven hoekdeell^nen 
(en wg herhalen, slechts in zooverre de machten harer on- 
derlinge verschillen mogen verwaarloosd worden) de straal 

r = S < = ö — — ^^^ ^®^ ingeschreven cirkel gelgk is aan 

dien voor den gel^kzgdigen driehoek» hebbende de gemiddelde 
hoekdeell^n. Ten andere, het eerste boven- en de twee laat- 
ste onder-teekens nemende — de beide overige geoorloofde 
verbindingen brengen in de uitkomst niet anders dan ver- 
wisseling van € met 5' of met «" te weeg — komt, gelet 
weder op —5 + 5' + f''=-2 é, (^ — 1) (l^^-S^^ + e+l)- 

— 4t^ {2t — 3) 5 = O , welke vergelyking in t zich nu wel 
degel^k door den bg gekomen aan s evenredigen tweeden term 
onderscheidt van den vroeger in het regelmatige geval x = 
= j3 = y gevonden en overigens naar behooren geheel ge- 
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IgkvormigeD tweeden factor in x\ toch laat zg zich ook nu, 
niettegenstaande dezen aanwas , op het voetspoor van vroeger 
geschikt in twee factoren ter a&cheiding van de oneigenlgke 
en de eigenl^ke oplossingen ontbinden , waartoe hare vervor- 
ming in (2 «^ — 3 « + 1) (2 «^ — 3 « — 1) — 4 «^ (2 t — 3) 6 = 

= (2 «^ — 3 «)^ — 4 <2 (2 <2 — 8 O « — 1 = 1(2 «^ — 3 O — 
_. 2 «^ f j ^ — 1 = (2 *^ — 3 < + 1 — 2 «^ £) (2 «^ — 3 « — 1 - 

— 2t^ e) moge strekken. Eigenlijke oplossingen komen hier 

weder door dezen laatsten factor 2<^(1 — è) — 3< — 1 = 

te stellen, dat is door de vierkantsvergelyking 2*^— 3^(1 + 

3(l + 5)±i/(17 + 26«) 
+ 5)^-(l + f) = O , gevende t = ^ ^ 4 — — = 

= 7 |3± v/17 + |3±— Y^jfj, dat zgn de twee vroegere 

waarden van x met toevoeging ieder van een aan s even- 
redigen term. 
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17 December. Afleiding van de beide reeksen: 

(6<7 ««7 ar)* = ^» - 1(1 + 1) ^« + 1 (1 + 1 + 4) «• + enz. 
en van eene eenvoudige betrekking tasschen 7i opvolgende 
Bernouilliaansche coëfficiënten. Door G. Bakksb. 

Bewgs van de stelling, dat er slechts v^f soorten van 
regelmatige lichamen bestaan. Door N. Qüint. 

00 

/8tfl k X 
dx. Door Dr. G. Schouten. 

o 
21 Januari. Graphische methode van verdeeling van een hoek 
in een willekeurig aantal gel^ke deelen. Door L. Janse Bzn. 

Verandering door projectie van krommen , die een mid- 
dellign hebben, in krommen die een middelpunt bezitten. 
Door A. N. GoDBPROY. 
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18 Februari. De Ignen, die uit één punt getrokken, een 
ellips onder gel^ke hoeken sngden. Door J. W. Tesch. 

Behandeling van eenige differentie-vergel^kingen. Door 
M. Fe. Daniels. 

18 Maart. Analytisch bew^s van de stelling van Chasles om- 
trent de eindige verplaatsing van een vast lichaam. Door 
Dr. G. Schouten. 

Bespreking van hetgeen door Oesaro gegeven is over de 
formule van Stirling. Door N. Quint. 



1885— -isse. 



11 November. Eenige eigenschappen en constructies met be- 
trekking tot een stralen-complex van den tweeden graad. 
Door J. Cardinaal. 

16 December. Het transformeeren van cirkels tot derdemachts- 
Ignen in verband met de wig van Wallis. Door A. N. 

GODEPROY. 

Over de jongste toepassing van de waarsch^nl^kheids- 
rekening op de Anthropologie door Francis Galton. Door 

Prof. D. J. EORTEWEÜ. 

13 Januari. Over vectoren-producten. Door Prof. D. J. Eorteweg. 

17 Februari. De objectieve werking van het gebed, getoetst 
aan de statistiek. Door J. Versluts. 

Eene uitbreiding van een theorema van Eönig omtrent 
de levende kracht van een stelsel. Door N. Quint. 

17 Maart. Eenige merkwaardige gevallen van centrale beweging. 
Door Dr. G. Schouten. 

De kromme al-\-yl=sai. Door A. N. Godefroy. 



t88e— 1887. 



17 November. Het meetkundig verband van den tweeden 
graad. Door J. Cardinaal. ^ 

27 December. De lijn O E en de l^n van Euler. Door J. 
W. Tesch. 
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16 Februari. Kromtelijnen en geodetische l^nen van de ellip- 
soïde, in verband* met de algemeene singuliere oplossing 
van de differentiaalvergel^king der geodetische Ign. Door 
Prof. A. J. VAN Pbsch. 

16 Maart. 1^. Gonchoidale l^nen en bepaling der raaklgnen. 
2°. Derdemachtslgnen en derdemachtsoppervlakken door 
afbeeldingen toegelicht. 

3**. Transformatie door cirkels en bepaling der normalen. 
Door A. N. GoDBFBOY. 

20 April. Tangenten-inversie. Door D. Go^slinoh. 



1SS7— 1888. 



14 December. Transformatiën van den cirkel door raak- 
lgnen, stralen door een vast punt getrokken, en Ignen 
rechthoekig op de verbindingslgn van straalpunt met 
middelpunt des cirkels. Door A. N. Godbproy. 

1 Februari. De constructie van oppervlakken van hoogere 
orde dan de tweede uit projectieve grondvormen van 
lagere orde. Door J. Gaudinaal. 



1888-1889. 



12 December. Plooipunten. Door Prof. D. J. Kortbwbg. 

• 6 Februari. Functies, die voor elke waarde der verander- 
Igke doorloopend zgn, doch wier afgeleiden voor geen 
enkele waarde van de veranderlgke eindig zgn. Door 
Prof. A. J. VAN Pesch. 

22 Februari. Eene meetkundige beschouwing van de covari- 
anten van den cubischen binairen vorm. Door Prof. P. 

H. SCHOÜTB. 

16 Maart. Eene meetkundige beschouwing van het oppervlak 
van EuKHBB. Door J. Gabdinaal. 

17 April. De zoogenaamde derdemachtscirkel en de daarmede 
in verband staande derdemachtsoppervlakken. Door A. N. 

GODBFEOY. 



OVER HET AANTAL GEMEENSCHAPPELIJKE 
OPLOSSINGEN VAN STELKÜNDIGE VERGELIJKINGEN, 



DOOR 



W. MANTEL. 



Het doel der volgende regelen is een bewgs te geven voor 
de stelling van Bezoüt omtrent den graad der eindvergelg- 
king, die ontstaat door uit eenige stelkundige vergelgkingen 
alle onbekenden op ééne na te elimineeren. De bekende be- 
wezen berusten, voor zoo verre ik heb kunnen nagaan, alle 
op eene methode ter berekening van die eindvergelgking. 
Nu komt het zeer dikw^ls te pas, dat men wel den graad 
der eindvergel^king moet kennen, maar deze vergelgking 
zelve niet behoeft te worden afgeleid. Het schgnt daarom 
wenschelgk ook het bepalen van den graad onafhankel^k te 
maken van de berekening der vergelgking. 

De algemeene vorm eener vergelgking tusschen twee on- 
bekenden wordt op twee verschillende manieren aangegeven. 
Somtgds denkt men het eerste lid der tot nul herleide ver- 
gelgking gerangschikt volgens de machten van eene der on- 
bekenden, en rekent dan den vorm algemeen, als de coëffi- 
ciënten der machten van die onbekende volledige veeltermen 
van denzelfden graad in de andere onbekende zgn; op die 
w^ze heeft eene vergelgking tweeërlei graad, w^ zullen zeg- 
gen twee exponenten. Zulk eene vergelgking wordt gevoegelgk 



fit 



aangeduid door F (^, y) = 0. Meer algemeen is het gebrui- 
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kelgk om te rangschikken naar den graad ten opzichte van 
beide onbekenden , en de yergel^king dan volledig te achten, 
als zg allerlei termen bevat, waarvan de graad niet meer 
dan n is; w^ noemen de vergel^king dan eene volledige ver- 
gelijking van den n^en graad, en schrgven i^^(^, y)==0. 

De eerste opvatting is veelal de geschiktste voor zuiver stel- 
kundige beschouwingen; de tweede opvatting moet worden 
gehuldigd big de beschouwing van stelkundige kromme Ignen. 
De juistheid van deze mgne bewering wordt geschiedkundig 
o. a. bevestigd door het feit, dat Eiëmann in zgne Theorie 
der AheVschen Functionen de eerste opvatting aannam; toen 
Clebsch weinige jaren later de toepassing dier theorie op 
stelkundige kromme l^nen ontwikkelde, bracht hg de stel- 
lingen van lliEMANN over tot de tweede opvatting. 

Een stel waarden van x en y, voldoende aan eene verge- 
Igking tusschen die onbekenden, heet eene oplossing dier 

vergelgking. Wanneer na de substitutie o? = — de oplossing 

o?' = O , y = a voldoet , dan zeggen wg , dat aan de oor- 
spronkelgke vergelgking ^ = 00, y = a voldoet. Wanneer 
« = a, y = b eene oplossing is, dan heeft de vergelgking in 
x — a , y — b geen bekenden term ; als zg ook geen termen 
van den eersten graad heeft, dan heet (a, b) eene dubbele 
oplossing; ontbreken ook de termen van den tweeden graad, 
dan spreekt men van eene drievoudige oplossing, enz. Deze 
bepalingen ondergaan eene wgziging, wanneer de volledige 
vergelgking van den n^^^ graad als de algemeene wordt be- 
schouwd ; de oplossing ar = 00 , y = co wordt dan niet als 
n-voudige oplossing erkend. Dit staat in verband met de 
meetkundige beschouwing, die de oneindig verre punten op- 
vat als op eene rechte Ign gelegen, terwgl stelkundig de 
oplossing ^ = 00 , y = cx> er maar ééne is. 

Wanneer eene oplossing £-maal aan eene vergelgking voldoet 
en eenmaal aan eene andere, dan geldt zg als ^-voudige gemeen- 
schappelgke oplossing. Voldeed zg ^maal aan de tweede verge- 
Igking, dan zoude zg eene £Z-voudige gemeenschappelgke op- 
lossing zgn. Deze regel is algemeen in dien zin, dat er vele 
uitzonderingen zgn; wanneer bg voorbeeld twee enkelvoudige 
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gemeenschappelgke oplossingen samenyallen y dan kannen deze 
zeer wel enkelvoudige oplossingen in beide yergelgkingen ble- 
ven , zooals men ziet bg twee elkander rakende kromme l^nen. 
De uitzonderingen ontstaan steeds, en slechts dan, wanneer 

d V 
beide yergelgkingen dezelfde waarde voor -7^ toelaten. 

d «r 

Nadat alzoo verklaard is, wat men onder eene gemeen- 

schappelgke oplossing van twee vergelgkingen te verstaan 

hebbe, kunnen w^ het aantal dier oplossingen trachten te 

bepalen. Het beginsel, dat hier toegepast wordt, is: als een 

getal berekend kan worden door het oplossen van eene stel- 

kundige vergel^king, dan is de aanw^zer van den graad dier 

vergelgking gel^k aan het aantal der waarden, welke dat 

getal kan hebben. 

Stelling 1. Als men z elimineert tusschen de vergelg- 
kingen f{iCyz) = en i^(y, ^) = 0, dan komt er eene ver- 

mq np 

geljking (p (o?, y) = 0. 

Bew^s. Geeft men y eene willekeurige waarde, dan vol- 
gen uit i^==0, q waarden van z^ die elk door middel van 
de vergel^king /=0, m waarden van «r bepalen; behooren 
er alzoo m q waarden van x bg ééne waarde van y , dan 
moet de vergelijking tusschen ^ en t/ de onbekende x in de 
macht mq bevatten. Evenzoo toont men aan, dat y tot de 
macht np moet optreden. 

m p n jF 

Stelling 2. De vergelgkingen ƒ (ar, -?) = O en F(xj e) = O 
hebben mq-^-np gemeenschappel^ke oplossingen. 

Bew^s. Door in Stelling 1 y==^ te nemen, ziet men, 
dat de eliminatie van z voert tot eene vergelgking in x van 
den graad m9-f~^/>9 doordien de vergel^king $ = eenen 
term A x^^ y^^ bevat. Men zoude wel is waar kunnen twg- 
felen, of deze term niet altgd ontbreekt; het is echter ge- 
makkelijk een bgzonder geval op te noemen , waarin werkelgk 
mq-\'np gemeenschappelgke oplossingen zgn aan te w^zen , 
zoodat het algemeene geval er niet minder kan aangeven ; zulk 
een bgzonder geval heeft men door de vergelgkingen ƒ = O 
en i^= O uit deelers x — a en z — b samen te stellen. 
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De mq-^-np waarden van ^, die bg de gemeenschappe- 
l^ke oplossingen behooren, stemmen elk met ééne waarde 
van z oyereen, omdat men uit de gegeven vergelgkingen er 
eene kan afleiden, die z in de eerste macht bevat. Er z^n 
dus inderdaad mq-j-np gemeenschappeligke oplossingen. 

Aanmerking. De graad der eindvergel^king kan in 
b^zondere gevallen minder worden; dit komt dan, doordien 
07 = 00 in eene of meer gemeenschappelijke oplossingen staat. 
Men kan de vermindering vinden door uit beide vergel^kingen 
de waarden van z te bepalen, die met x = (x> overeenstemmen, 
en dan te zien, hoeveel van die waarden van z uit beide 
vergelgldngen dezelfde z^n. 

Voorbeeld. Bepaal den graad der eindvergeligking in.r, 
voortkomende uit de gegevene 

{x^^x^)z^+{x'-l)z-]'X=0 en (a?^-l)^3+(^- 1)^+2=0. 

Voor a? = 00 geven beide vergeljkingen z^ = O, de oplossing 
(co , 0) is in beide vergel^kingen eene dubbele. Het aantal ge- 
meenschappelgke oplossingen (oo , 0) is echter geen i, maar 5 ; 

dit ziet men, door eerst — voor of te substitueeren ; de gemeen- 

tv 

schappelgke oplossing is dan (O , U) ; de vergel^kingen wor- 
den, benaderd in de termen der laagste orde: ^^-|-^'*=Oen 
— 0?'^ + 2^'^ = 0. üit de laatste heeft men a?' = 0, gevende 
driemaal z=zOy en a/ = ^Zj gevende tweemaal z = 0. 

Daar a;=oo vgfmaal voldoet, en de eindvergelgking 
volgens den algemeenen regel 3 . 3 -|~ 2 . 3 tot aanw^zer van 
haren graad zoude moeten hebben , is de graad nu werkel^k 10. 

Dit voorbeeld is ontleend aan Dr. Van übe Vbn's Theorie 
en oplossing van hoogere-magtS'vergelijkingen; aldaar wordt op 
blz. 277 opgegeven, dat er negen oneindige waarden van x 
zouden voldoen; dit is bl^baar eene vergissing; de schrijver 
heeft de juiste eindvergelgking op blz. 266 van dat werk 
gegeven. 

Stelling 3. Twee volledige yergelgkingen met twee on- 
bekenden hebben zooveel gemeenschappel^ke oplossingen als 
het product der aanwgzers van hare graden is. 

Bewgs. Als men z elimineert tusschen de volledige ver- 
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gel^kingen f^ (a, 2?) = O en F„ (y, z) = ^ dan komt er eene 
vergeliyking , die oi en y beide tot de macht mn bevat, vol- 
gens Stelling 1; aan deze vergelgking moet (^ = 00, y= 00) 
m n maal voldoen , omdat de gegevene vergelgkingen voor 
z = co m maal en n maal o? = 00 , y = co geven ; daarom 
kunnen er naast a?*"" en y'"* geene termen van hoogeren 
graad staan. Wordt dan y = x gesteld , dan komt men tot 
eene mn^ machtsvergelijking in ai, als uitkomst der eliminatie 
van z tusschen f^ (a?, ^) = O en F^ (o?, z) = 0. 

Stelling 4. Als men u en v elimineert tusschen dever- 

m a et n b f ^ y 

gelijkingen f {x, w, t?) = O , F (y, u, ü) = O , Cf> (^, w, t?) = O , 
dan vindt men eene vergel^king ^\e x^ y^ z tot de machten 
va\f>^ -^r cP)^ n{c oL-^r ay)^ p (a j3 + ft «) bevat. 

Bewgs. Geeft men y en ^ willekeurige waarden, dan be- 
palen de vergelijkingen F=0 en (p = by -}- c (3 stelsels 
waarden voor m en v (Stelling 2) , welke door de vergelgking 
/=0 elk m waarden van x bepalen; daarom moet x tot de 
macht m{by -\- c (3) in de eindvergelgking staan. Op dezelfde 
wgze bepaalt men de exponenten van y en z, 

mam n b fi 

Stelling 5. Ue vergelgkingen ƒ (ar, w, v) = O, F{x, m, v) == O, 

p c y 
(o?, u^v) = hebben m (6 y + c jS) + w (c « + a y ) + p (a /3 -f- ^ «) 

gemeenschappel^ke oplossingen. 

Het bewijs is uit Stelling 4L op dezelfde wijze af te leiden 
als dat van Stelling 2 uit Stelling 1. Ook is het duidel^k, 
hoe de beschouwing over meer onbekenden is uit te breiden. 
In 't algemeen wordt het aantal gemeenschappel^ke oplos- 
singen uit de exponenten der gegeven vergel^kingen berekend 
op de wgze van den determinant der exponenten, met het 
onderscheid, dat alle termen positief worden genomen. 

Stelling 6. Drie volledige vergelgkingen met drie on- 
bekenden hebben zooveel gemeenschappelijke oplossingen als 
het product der aanwijzers van hare graden is. 

B e w g s. Als men u en v elimineert tusschen de verge- 
Igkingen f^ {x, w, v) = O , F^ (y, w, r) = O , (pp {z, w, t?) = O , 
dan zal de eindvergelgking x, y en z alle tot de macht 
rnnp bevatten ; want een willekeurig stelsel waarden van 
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y en z aannemende, berekent men uit Fz=0 en $ = 0, np 
stelsels waarden voor ü en v (Stelling 3), welke elk door 
middel van /=0 m waarden yoor a bepalen; daarom moet 
X in de macht mnp staan, en ^ en ^ evenzoo. Het oor- 
spronkelgke stelsel beeft mnp maal de oplossing o? = oo , 
y = 00 , x: = 00 , overeenstemmende met w = oo , v = oo , zoo- 
dat dit stelsel ook mnp maal aan de eindvergel^king moet 
voldoen; die eindvergelyking kan dus naast a?"***^, y*»»*?, ^««i' 
geene termen van hoogeren graad bevatten, met andere 
woorden, zg is eene volledige vergelgking in a, y, z van 
den graad mnp. Stelt men y en z = a dan komt men dus 
tot eene mnp^ machtsvergelgking in ós als eindvergelgkin^ 
van ƒ„ (a?, M, v) = O , Fn (^, ti, v) = O , (pp (^, u, v) = 0. 

Het is duidel^k , hoe deze beschouwing over vergel^kingen 
met meer onbekenden kan worden uitgebreid. In 't algemeen 
is het aantal gemeenschappel^ke oplossingen van eenige vol- 
ledige vergelijkingen gelijk aan het product der aanwgzers 
van hare graden. Dit is het theorema van Bézout. 



OYER HET AANTAL ONDEELBARE GETALLEN 

BENEDEN EEN WILLEKEURIG GETAL. 

BEPALING EENER BENEDENSTE GRENS, 

DOOK 

J. J. VAN LAAR. 



I. 

In het volgende zal een methode worden aangegeven, om 
door middel van een tafel van ondeelbare getallen tot on- 
geveer 1760 het juiste aantal ondeelbare getallen te be- 
palen beneden ongeveer 30000. 

a). Beginnen wg daartoe met het getal 30 = 2 X 3 X ^* 
Het aantal getallen <30, en relatief-priem daarmede , 
$(30), is, zooals bekendi), = 30 (l-|)(l-|)(l-4)=8. 

En omdat 7X7 reeds > 30 is , zgn al deze getallen in dit 
geval tevens ondeelbare. Voegen w^ er de 3 ondeelbare 
deelers 2, 3 en 5 nog h^, dan verkr^gt men dus 11 on- 
deelbare getallen beneden 30:1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 
19, 23, 29. 

De verhouding tot het geheele aantal getallen is |^ = 0,3667. 

b). Nemen wij nu 2X3X5X7 = 210. 

$(210) = 30.7(1-}) (1-1) (1-4) (1-1), 
en dus 

= cp (30)7(1— |) = 6(ï>(30) = 48. 

Maar bg die 48 getallen $ (210) zgn er nog 5 , die deel- 
baar zgn, 

11X11; 11X18; 11X17; 11X19; 13X13. 



1) Zie o, a. J. J. tan Ljulvl, Leerboek der Algebra, deel I, bl. 85 en ▼?. 
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Er zgn dus beneden 210, 4S — 5 + 4 = 47 ondeelbare ge- 
tallen. De 4 ondeelbare deelers 2, 3, 5 en 7 moeten erna- 
mel^k weder b^gevoegd worden. 

47 
De verhouding -^-^ is = 0,2238. 

^lU , 

c). Zij Terder genomen het getal 2310 = 2X3X5X7X11- 
(2310) = 10 <p (210) = 480 , evenals q> (210) = 60 (30) is. 
B^ die 480 getallen (2310) z^n er echter 140 , die deel- 
baar z^n, en wel 



13X13 
17X17 

19X19 

28X23 

29X29 

31X31 

37X37 

41X41 

43X43 

47X47 



13x17 

17X19 
19X23 

23X29 

29X31 

31X37 

37X41 

41X43 



13X173 
17X131 
19X113 
23 X 97 
29 X 
31 X 
37 X 
41 X 



43X47; 43X 



79 
73 
61 
53 
53 



samen 35 getallen. 
» 26 » 
» 23 > 
» 17 » 
» 13 » 
> 11 > 
» 7 » 
» 4 > 
» 3 » 
1 getal. 



140 getallen. 
Men verkrggt deze aantallen, door b^ voorbeeld 13 te deelen 
\op 2310 (gevende 177 geheelen) en nu in de tafel van on- 
deelbare getallen na te gaan, hoeveel ondeelbare getallen er 
van 13 tot 177 zgn. Zoo ook van 17 tot 135; enz. 

Er zgn derhalve beneden 2310, 480 — 140 -f 5 = 345 on- 
deelbare getallen. 

De verhouding "ööïtï = ïtt is = 0,1494. 

d). Gaan wg eindel^k het aantal ondeelbare getallen na 
beneden 30030 = 2X3X5X7X11X13. 

(30030) = 12 <p (2310) = 5760. 
Maar daarb^ zgn weder deelbaar 



17X17 

19X19 
23X23 
29X29 
31X31 



17 X 1759; 


samen 268 getallen. 


19 X 1579; 


7> 242 3> 


23 X 1^03; 


y> 205 ï> 


29X1033; 


» 165 » 


31 X 9Ö7; 


2> 153 » 




1033 getallen. 
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37 X 37 

41 X 41 

43X 43 

47 X 47 

53X 53 

59X 5« 

61 X 61 

67 X 67 

71 X 71 

73 X 73 

79 X 79 

83X 83 

89 X 89 

97 X 97 

101X101 

103X103 

107 X 107 

109X109 

113X113 

127 X 127 

131 X 131 

137 X 137 

139X139 

149 X 149 

151 X 151 

157 X 157 

163X163 

167 X 167 

173X173 



In het geheel zgn dit 1033 -f 1352 = 2385 deelbare getallen. 
Het aantal ondeelbare getallen beneden 80080 bedrat^t 
derhalve 5760 — 2385 + 6 = 3881. 



37 X 811 


; samen 130 


getallen. 


41 X 727; 


1 T> 


117 


:» 


43X691 


; y> 


112 


:» 


47 X 631; 


» 


101 


» 


53X563, 


; > 


88 


D 


59 X 503; 


1» 


80 


}» 


61X491; 


; > 


77 


» 


67X443; 


» 


68 


]» 


71X421; 


; • 


63 


D 


73X409; 


i> 


60 


D 


79 X 379; 


; s 


54 


D 


83 X 359; 


i ^ 


50 


1» 


89X337 


; > 


45 


"» 


97 X 307; 


> 


39 


:» 


101 X 293 


t > 


37 


:d 


103X283 


; » 


35 


» 


107 X 277 


; » 


32 


» 


109 X 271 


; » 


30 


9 


113 X 263; 


, > 


27 


» 


127 X 233; 


» 


21 


i> 


131 X 229; 


> 


19 


» 


137X211 


; > 


15 


» 


139X211, 


1 > 


14 


) 


149 X 199; 


, » 


12 


i> 


151 X 197 


; » 


10 


d 


157 X 191 


1 ^ 


7 


]> 


163 X 181 


; > 


5 


l> 


167 X 179 


; » 


3 


"^ 






1| 


e;etal. 






1352 j 


gretallen. 



De verhouding 



8381 



1127 



161 



is =0,1126. 



30030 10010 1430 

Om derhalve het aantal ondeelbare getallen beneden 30030 

met volkomen naawkenrigheid te weten te komen, is het 

, , 30030 

slechts noodig de ondeelbare getallen tot 1766 = —=-= — 

te kennen. Om het aantal te berekenen beneden 510510 « 
N. A. V. w. Dl. XVI. lé 
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dat wil zeggen beneden 80030X17, zoude het noodig zgn 

510510 
de ondeelbare getallen te kennen tot aan — tq — = 26868. 



II. 



Het is bekend , dat het betrekkelgk aantal ondeelbare ge- 
tallen afnemende is. Maar de wet van afname is onbekend ; 
evenmin is het gelukt eeuigszins behoorl^ke grenzen aan te 
geven, waartusschen dit aantal kan gelegen zgn. Toch kan 
een benedenste grens op de volgende w^ze worden verkregen. 

Het betrekkelgk aantal ondeelbare getallen tusschen n^ en 
(n+l)N^(^^) noemende, kan men daarvoor benaderend op- 
schreven (n ondeelbaar onderstellende) 

n— 1 
Y\^) = T*i'r*T -- » 

z^nde n de laatste ondeelbare deeler, die onder de 2n ge- 
tallen tusschen n^ en (n + 1)^ nog veelvouden bezit grooter 
dan zgn vierkant. Wg stellen ons namelgk voor, dat het 
aantal ondeelbare getallen tusschen n^ en (n -|- 1)^ wordt be- 
paald door middel van een welbekende methode, die ook 
wel den naam van zeef van Ekatosthbnes draagt. 
Nu is volgens de reeks van Wallis 

^T = fX4XlXiXlXfXfXenz. 
= iXlXIXlXfXlX8Xenz. 
Dus is 

£ = (D* a)^ (^y (:-E-i J X enz. , 

en derhalve 

T ' j ♦ 6 ^ — ^ 1 /"^ 

L/im, T • T • 7 ï" ^^ 1/ ft — • 

n — 1 v Zn 

Wanneer derhalve n groot is, kan gemakkelgk tot de vol- 
gende ongelgkheid worden besloten 



^ («^) > i |/"f„. 



Want in de reeks voor \Lf (w^) ontbreken termen < 1 , die 
in de gew^zigde reeks van Wallis voorkomen. 
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gn Neemt men uu n geheel willekeurig, dan is derhalve het 



8. 



ie 

D 



betrekkelgk aantal ondeelbare getallen bg n zeker 
grooter dan 1/ ^. 1/ -. 

Want ^ (71^) > zijnde dan \ l/^^ of > ]/"| ]/"!, 



nu 



ff 

zoo zal ;^(n) grooter zgn dan 1/ ^ 1/ -. Bndaar 
1/ - = 0,627 ongeveer, zoo heeft men eindelgk 

ir x^ 0,627 .,. 

Ditishet betrekkelgke aantal. Het volstrekte aantal, b:g 
voorbeeld tusschen twee opeenvolgende vierkan- 

ten, zal = 2 w \p (n^) zgn, dus >wl/ ^ of > 1/ -^. 

Duiden wg dit aantal b g n aan door (}) (n), dan heeft men 
alzoo 

<p (n) > 1,253 V^ w (2) 

Is n bij voorbeeld = 100 , dan zal (J) (w) > 1,253 X 3,162, dat 
wil zeggen > 3,96 zign. "WJg vinden 5 voor het aantal tusschen 
100 en 121. 

Is w = 1296, dan zal (n) > 1,253 X 6, dat wil zeggen > 7,5 
zgn. Inderdaad vinden wg 9 voor het aantal tusscbenl296=:36^ 
en 1369 = 37^ 

Hiermede is nu ook voortaan bewezen ,dathetaantal on- 
deelbare getallen tusschen twee opeenvolgende 
vierkanten altgd >2 is. 

Voor het betrekkelgk aantal ondeelbare getallen bg 30000 

zal men nu vinden, dat dit aantal grooter is dan , ' ^^^ > 

^ ^ 30000' 

dat wil zeggen > zhtt^ of > 0,048. 

lo.lo 

Nu vonden wg in I voor het betrekkelgk aantal beneden 

30030 0,1126. Bg 30030 zal dit aantal dus ongeveer het 

\ deel daarvan zgn = 0,085, zgnde grooter dan 0,048. 
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Dat met ongeveer | moet vermenigynldigd worden, om 
uit het betrekkelgk aantal beneden een getal te besluiten 
tot het betrekkel^k aantal b^' een getal, blgkt uit de vol- 
gende overweging. 

Noemen wg namelgk het betrekkel^k aantal beneden 

n=jt>/(n), dan zal dit aantal bg nl=ir-—\ gelflkzflnaan 



»"(=ï^) 



p d^ 

Want is het betrekkelgk aantal b.eneden n=^pf{n), dan 
zal het volstrekte aantal z=zpnf{n) zgn. De teller der breuk 
stelt dus het volstrekte aantal voor tusschen n en (2 n, en 
derhalve de breuk het betrekkel^k aantal b^ n. 

Door gelijkstelling volgt dus 

waaruit 

en dus 

dat wil zeggen het aantal bg n is | ongeveer van het aan- 
tal beneden n. 



OVER RESERVEBEREKENING VOOR KONTRAKTEN VAN 

VERZEKERING BIJ LEVEN. 



DOOB 



Dr. M. C. FABAIBA. 



Zooals bekend is, bestaat bg de verschillende levensver- 
zekering-maatschappgen nog al eenig verschil in de voor- 
waarden , welke gesteld worden big de verzekering van kapi- 
taal, op vooraf bepaalden leeftigd aan den kontraktant uit te 
keeren, of van uitgestelde Igfrente op één hoofd. Dit ver- 
schil betreft hoofdzakel^k de verplichtingen, welke demaat- 
schappg op zich neemt, in geval de verzekerde overlgdt, 
voordat hg den bepaalden leefkgd heeft bereikt. In dat geval 
toch wordt nu eens niets , dan weder het netto- of bruto- 
bedrag der gestorte premiën teruggegeven, enz. 

Tot het in dit opstel vervatte onderzoek gaf nu aanleiding 
de vraag, of voor de premiën en de reserve eene formule 
te vinden was, omvattend alle wgzigingen, die zich in de 
praktgk voordoen met betrekking tot het bovenbedoelde. 
Inderdaad zal uit het volgende blgken , dat eene dergelgke 
algemeene formule bestaat, en , vooral wat de reserve betrefk, 
altgd zeer eenvoudig is. 

Zg nu 

X de ouderdom van den verzekerde bg de sluiting van het 
kontrakt ; 

x-^-y dit bepaalde leefbgd bg de uitkeering; 
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Ij. het aantal levenden in de sterftetafel voorkomende bg 
den ouderdom x', 
p de rentefactor; Aa. = Z, /?""*, • 

KI de netto eenige, F^ de netto jaarl^ksche premie ; zijnde 
dus beide de door den kontraktant voor ƒ!•— verzekerd 
kapitaal te betalen bedragen, noodig opdat de maatschapp^, 
ingeval zy geene kosten hoegenaamd had en alles volkomen 
in overeenstemming met sterftetafel en rentevoet verliep, 
juist aan de in het kontrakt gestelde voorwaarden zou kun- 
nen voldoen; 

Ii„^ de reserve voor al de kontrakten te samen ; r^ die voor 
ieder kontrakt van ƒ1. — verzekerd kapitaal, beide na m jaren. 

Wg behandelen nu eerst het geval, dat jaarlyksche premiën 
worden betaald en nemen aan dat, ingeval van vroeger 
overladen, de maatschappg het a-voud van de eerste en het 
^-voud van elke volgende betaalde netto jaarpremie zonder 
bgvoeging van rente teruggeeft. Als gewoonlgk verwaarlozen 
wy het verschil in rente ontstaande door de terugbetaling 
van premiën binnen het jaar; met andere woorden wy ne- 
men aan dat alle teruggaven van premiën bij het einde des 
jaars plaats hebben. 

Worden door Z^: personen dergelgke kontrakten gesloteir, 
elk voor een kapitaal van ƒ1. — , zoo ontvangt de maat- 

schappg bg den aanvang 4 Pi. In het eerste jaar geeft zg 

terug aan elk der l^ — 4 + i in dat jaar overledenen a P^ , in 

het geheel dus (/a. — ^4.1)0 J^. Bg het einde desjaars is dus 

Pj =pl^Pi: —{lx — lx + i)ali =PI \ip--a)h + ah^i\. 

Bg het begin van het tweede jaar komt hierbg h+iF^i 

terwgl de teruggave in daf jaar bedraagt (Ix^i — 4 + 2) (a+i) P^ • 
Derhalve is 

= pPi+-P^ }(p — a — A)4 + i + (a + *)t + 3i. 
In het n® jaar wordt ontvangen 44.»— 1 F^ en terug betaald 

{Ix + n-i — h-{.n) |a -f" (n — 1) k\ i^, zoodat algemeen is 
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= pi?„_i + i^l(p-a-[n-l]*)Z, + „_i + (a4-[n-l]A)i, + ,|. 
Door das hierin n = 1, 2, 3 , ... r» — 2, n» — 1, m te ne- 
men, Terkrggt men het volgende stelsel van rei^el^kingen, 

A= -^ \(p — a)lx + alx+\\, 

f/ 

Yermenigvuldigt men deze yergel:gkingen respectievelgk met 
P^^^j p"*""^> p**""^ ... p% p, 1, zoo vindt men 

•..., •• 

p i2»-i=p*i2«-3+i^j(p-a-[m — 2]A)Z;, + «_2+(a+[»w--2]A)Z;, + «_iJp, 

uit welke vergel^kingen nu door optelling de grootheden 

R^^ R^i Rm - 1 ? geëlimineerd kunnen worden. Men ver- 

kr^gt alsdan 

^« = i^[!(p — a)l, + a Z^ + ijp— 1 +!(;> — a — A) 4+i + 

+ l(p — ö— [wi — 2] A)Z;, + «_3 + (a+[m-2]i)Z,^.«_l|Jt? + 
+ t(p — a — [^ — 1] A)Zx + m-i + (a+[«» — l]*)^*+»t]» 
of 

iü«. = J^[(p — a) ;>— 1 Z, + (ap -I-p — a — A) p^-U,^iJ{- 
' • • +{<^P+P — fl+ t[^ — 3J;>— [m — 2]t A)jt>Z, + «_8 + 
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4 = m — 1 



= Fi\(p - a);>— ' 4+2 |(a + 1 + [« - 1] k)p'—' - 

— (a+*«)p»— iJ4+,+ (a+[»»-l]A)4+«] = 

„ * = «t — 1 

=P;r (»-a)p»-ip*A,+ 2 |(a + 1 + [« — 1] *) o"—' — 

— (a + *«)/)"-'-M;>' + 'A, + ,4-(a+[m — l]%' + »A, + „] = 

L p *=i ( p ) 

+ (a + [m-l]*)A;, + « . 

In dezen vorm nu verandert van jaar tot jaar enkel de 
grootheid m. Ook voor m = l blgft hg geldig, indien men 
den tweeden term beschouwt als de som der m — 1 termen, 
welke tusschen den eersten en laatsten liggen. Stelt men dus 
den vorm tusschen haken yóór door F{m) zoo is algemeen 

Nu moet echter R^ gel^k z^n aan de gesamenligke kapi- 
talen, die de maatschappg heefb uit te betalen aan de ver- 
zekerden, die den vooraf bepaalden leeftgd x-^-y bereiken. 
Het aantal van deze is /« + y, terwfll elk kapitaal ƒ1. — be- 
draagt. Derhalve is 2?y = /^^ + y = /> * + y A^ 4. y. Maar volgens 

de boven gevonden formule is i2y = Pf.p* + y. F(y) en dus 
wordt 

i^..p' + *.i?'(y)=p' + y.A, + , of j^=^*. 

Hierdoor is dus de algemeene vorm voor de netto-premie 
gevonden. Maar tevens volgt nu hieruit, dat ook 



is, of daar r« = ^ — is, n. 



Bedraagt eindel^k het door een kontraktant verzekerd 
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kapitaal A gulden, zoo is de jaarpremie (netto) -4 i^, en de 

aPI 

reserve na m jaren —^ zoodat voor alle kontrakten, welke 

in de boven gegeven bepaling begrepen zijn, bewezen is dat 
de reserve na m jaren gelgk is aan het nettobe- 
drag der betaalde jaarpremie gedeeld door de 
nettojaarpremie voor ƒ1. — verzekerd kapitaal, 
bg een sluitingsleeft^d x en een duur vanmjaren. 

Geldt het een kontrakt, waarvoor geene jaarpremie, maar 

eene eenige premie K^ wordt betaald, en neemt men aan 

dat bg vroeger overladen k K^ wordt terugbetaald, zoo is 
voor dit geval 

R^ = R^p — (lj.^i-'lg^2)kKg^ R3=R2P~'Qx+2—'h+s)kKgy 



11^-2"= Rm-ZP — Qx^m-S lg^m-2)k Kg ; 

Rm — l^^ Rm-2P (4 + m-2 — Ix + m-l) k K^; 

Rm = Rm-iP (4 + m-l h + m) k Kg ; 

waaruit door volkomen gel^ke eliminatie als boven volgt 

Rm = Kl\ip^k)hp^-^-{-k{p^l)lg^ip--^ + 

+ k{p^l)h^-2p^-^+.. + k{p-l)lg^^^^-i-kh^„,\ = 

s = m — l 

==K!\{p-k)i,p''-^+k{p-i)z /,+.p»-.-i+i;,^„l = 

8=1 

s = m— 1 

= Kl\(p-k)x,p' +—^ + k(p-l)2, A,+,p' + "— 1 + 

« (t)^/^; flrt__2* = i»* — 1 j 

\ P p t=i ) 

= Klp'+'-f{m). 

i}~~'k o— 1*^^** — ^ 
wanneer wg namelijk ^ — K+k^- — 2 A, + ,+AA;, + m=f(m) 

P P 8 = 1 

stellen. 

Ook hier is dan verder Ry = Klp"^ -^yf(y) = l^^y =p* '^^ K + y, 

dus ^J = ^^ enAC = ^, R... K:= kI p'^- K^^ = 

j(y) /w 
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= Klh^^, derhalve i2« = Z;r + «-£ en r^ = -£, zoodat ook 

Aar JS^x 

hier de reserve na m jaren voor een verzekerd kapitaal van 
A gulden bedraagt — ^, z^nde een geheel analoog resul- 
taat met het bovengevondene. 

Voor uitgestelde l^frenten kan het bovenstaande gemak- 
kel^k worden uitgebreid. Daar toch de verzekering eener 
uitgestelde Igfrente van ƒ1 'sjaars, aan te vangen by het 
bereiken van den ouderdom x-\-y^ gelgk staat met die van 

een kapitaal van — ^^ (waarin 2 A, _^ y = A^^ -|- A^ + 1 -|- 

+ ^« + 2 + . . . • ^A is, als A de hoogste bereikbare leeftgd in 
de gebruikte sterftetafel voorstelt) op datzelfde t^dstip uit te 
keeren, behoeft in de boven verkregen uitkomsten slechts 

A = — ^-i^ te worden gesteld. 

Aar + y 

Stellen wig dus de jaarpremie en eenige premie voor dit geval, 
onder geligke voorwaarden als boven, voor door Jp en E^i zoo is 

^_2A^j-y ^y__ 2 Aar + y 

terwgl 

de reserve na mjaren gel^k is aan het netto- 
bedrag der betaalde jaarpremie of eenige pre- 
mie, gedeeld door de nettopremie voor ƒ1 ver- 
zekerd kapitaal b^ een sl'uitingsleef tgd x en 
een duur van m jaren. 

Het bl^kt derhalve dat , wat men ook voor a ot k neemt, 
de reserveberekening voor deze soorten van kontrakten altgd 
door eene enkele deeling kan geschieden ; daargelaten natuurlek 
latere aftrekking voor gedeelten van jaren, of bgvoeging van 
zoogenaamde proratapremiën. 

De verschillende voorkomende gevallen z^n nu in hoofdzaak 
dat 10a = A = 0; 2° a = k = l\ 3^ a = A; 40a = genomen 
wordt. Wg zullen elk dezer gevallen iets nader beschouwen. 
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1^. a = k = 0. Dit levert de verzekering van kapitaal bg 
leven of van uitgestelde Igfrente met verbeurte der betaalde 
premiën. Hierbg is 

F{y) = £i,^, en f{y)=K\ 
derhalve 

^*— T^^T^ri , /ï^x— ;^^ ^ -^^ — ,-=7111 ,^*— ^^ » 

geheel overeenkomend met de gewone formulen. 

Bg deze soort van kontrakten kan de gewone wgze van 
reserve-berekening worden toegepast. Toonen wg dus even 
aan, dat de daardoor verkregen uitkomst identisch is met 
het bovenvermelde. De gewone formule levert voor kapitaal- 
verzekering tegen jaarpremiën , 

2 K-^s 

T> /t/"""* T^\ * = »* 

■L^m — yj^x + « — -^x) ' 

^x-\-fn.-\-s 





2 Xx-\-s 2 Aar 4-, 2 Xx-{-s * 

* = 8 = 3 = 

Geheel overeenkomstig is het bewijs voor andere soorten 
van verzekering. 

20. a = i = L Deze onderstelling levert het geval, waarin 
alle betaalde nettojaarpremiën of de netto eenige premie wor- 
den teruggegeven, en waarvoor de bovenstaande wgze van 
reserveberekening reeds sedert lang door mg is in gebruik 
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genomen. Onze formulen moeten hierbg overgaan in die, welke 
men onder anderen ook bg Zillmjsk vindt. Dit is ook wer- 
kelflk het geval. Nu toch is 

P *=i ( P ) 

p — 1 '=y— 1 

P 3 = 

dus 

i^= ^ 3±1_ ,Kl= ^ ^ 



P 3 = P 3 = 



9 



* = y — 1 

Maar daar 2 (« + 1) A-c + , = A;,+ 2 A-^ + i + 3 ^-^^.2 + 

^■•..•+3/Aa; + y— 1 is, welke grootheid bg Zillmbe wordt 
voorgesteld door Ly , terwgl ook in de aldaar gebruikte groot- 

3 = y — \ 

heden uitgedrukt 2 A^ + y = A, + (2 T;, + i — 2T;c + y_-i)is, 



3=10 



ziet men, dat bovenstaande waarden identisch z^n met die, 
welke ter aangehaalder plaatse voor de premiën gevonden 
worden. In den tweeden druk van Zillmee's werk vindt men 
voor dit geval ook de door ons boven gegeven vorm voor 
de reserve vermeld. 

30. a = L Deze onderstelling vindt hare toepassing in de 
gevallen, waarin door de maatschapp^ brutopremiën worden 

teruggegeven, zooals soms geschiedt. Alsdan is dus kP^ de 
brutopremie. Bg de berekening der reserve is dan het ver- 
schil tusschen bruto- en nettopremie niet als ontvangst in 
rekening gebracht, hetgeen mgns inziens niet mag gebeuren, 
daar dit nooit betrekking mag hebben op den theoretischen 
gang van zaken. 

Voor dit geval vindt men 
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p *=i ( p ] 

9=0 \ P ) 

p Jq P \s = y — l 

P P 9 = 1 

derhalve 



'2 l + ka ^—^ K^-s + yhX,j^y 

8 = f F ) 



k:= 



P"^ j^hP"^"^^'"^ \h ' 

r^x ~T~ "^ ^ ^x 4- s "i ^ ^x + V 

P P 9 = 1 

y 2,Xx-\'y 



j: = 



* = o ( P 



2A. 



^ ^ ^x-\-y 



' p — k p — 1 *=y~^ 

^x "T" "' ^ ^x-{-s "T" "' ^a: + y 

4". Eindelgk gebeurt het dikwgls dat indien door. eene 
Maatschapp^ brutopremiën worden gerestitueerd, zg daaren- 
tegen de eerste betaalde jaarpremie geheel of ten deele in- 
houdt. In het laatste geval bleven onze formulen, zoo als zg 
aanvankelgk z^n ontwikkeld; het eerste daarentegen wordt 
verkregen door a = O te nemen. 

Hierdoor wordt 

*=i I P ) 

= A^ + 2 l+i«? kU, + , + (y — l)kX,^y, 

9=1 { P ) 

derhalve 

py ^g+y 

A^+2 \l + k8.^ kl\x + s + (y— l)*A^ + y 

*=l { P ) 



8 = 1 I P 
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terwgl f{y),Kg en Eg gelgk big ven aan de daarvoor sub 3^ 
gevonden waarden. 

In alle aub 3^ en 4^ gemaakte onderstellingen komt of 
enkel A of a en i in de formulen voor de premiën voor. Dit 
maakt noodzakel:gk, dat reeds vóór de berekening van premiën 
voor alle leeftgdeu bepaald z^, welke waarde men aan k (casa 
quo ook aan a) wil geven. Ook z^'n de formulen zelve voor 
de praktische berekening vrg lastig; maar toch gaat het niet 
aan, ingeval men brutopremiën teruggeeft, de nettopremie 
volgens de gewone formule te gebruiken, daar in vele ge- 
vallen bg eenigzins belangrgke waarde van A, het verschil 
tamelgk groot kan zgn. 

Zgn echter eenmaal nettotarieven klaar berekend, zoo is 
voor alle gevallen de reserveberekening even eenvoudig. 
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